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так как по условию ( )[ ] ( )[ ] 011 =τ+= tNEtNE . Таким 
образом, и в этом случае ( )τXR  содержит постоянную 
составляющую, равную квадрату математического 
ожидания ( )2X  процесса ( )tX . 

При рассмотрении эргодического случайного про-
цесса значение математического ожидания может 
быть определено по автокорреляционной функции при 
τ , стремящемся к бесконечности, и при условии, что 
любыми периодическими составляющими автокорре-
ляционной функции в пределе можно пренебречь. По-
скольку в результате таких вычислений получается 
только квадрат математического ожидания X , опреде-
ление его знака не представляется возможным. 

5. Если ( )tX  – периодический процесс, то ( )τXR  
также будет периодической функцией с тем же 
периодом. 

Это свойство автокорреляционных функций может 
быть распространено на случайные процессы, содер-
жащие любое количество периодических составляю-
щих. Если каждая реализация ( )tx  случайного про-
цесса ( )tX  является периодической функцией и пред-
ставима рядом Фурье, результирующая автокорреля-
ционная функция также будет периодична и предста-
вима рядом Фурье. 

6. Если ( )tX  – центрированный эргодический слу-
чайный процесс, не содержащий периодических со-
ставляющих, то 
 ( ) 0lim =τ

∞→τ XR . (4.4.3) 

При больших τ  в силу того, что влияние значений 
этого процесса, имевших место в прошлом, уменьша-
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ется во времени, случайные величины ( )tX  и ( )τ+tX  
становятся статистически независимыми. 

7. Форма автокорреляционных функций не может 
быть произвольной. Один из возможных способов оп-
ределения их формы заключается в расчете преобра-
зования Фурье 

 ( )[ ] ( ) [ ]dttjRR XX ∫
∞

∞−

ω−τ=τℑ exp . (4.4.4) 

при ( )[ ] 0≥τℑ XR  для всех ω . 
Смысл ограничения станет, очевидным после рас-

смотрения спектральной плотности в п. 4.5. Кроме 
всего прочего, это ограничение отрицает возможность 
существования автокорреляционных функций с пло-
скими вершинами, вертикальными боковыми сторо-
нами или какими-либо разрывами в их графических 
изображениях. 

Завершая анализ свойств автокорреляционных 
функций, выделим еще один важный аспект их тео-
рии. Хотя, согласно (4.3.1), знание совместной плот-
ности распределения вероятностей ( )21, xxf  случай-
ного процесса ( )tX  является достаточным для одно-
значного определения автокорреляционной функции 

( )21, ttRX , обратное утверждение не является справед-
ливым. Может существовать множество различных 
случайных процессов с одинаковыми автокорреляци-
онными функциями. Таким образом, знание корреля-
ционной функции случайного процесса не эквива-
лентно знанию плотности распределения вероятностей 
и является значительно менее информативным, чем 
знание совместной функции распределения. 
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4.5. Измерение автокорреляционных функций 

Поскольку автокорреляционная функция играет 
важную роль в анализе стохастических сигналов, рас-
смотрим вопрос о практических подходах к ее опреде-
лению. Обычно она не может быть вычислена, исходя 
из совместных плотностей распределения вероятно-
стей, так как они редко бывают известны. Усреднение 
по ансамблю также невозможно, поскольку обычно 
приходится иметь дело лишь с одной реализацией. 
Поэтому чаще всего единственно возможной опера-
цией является расчет временной автокорреляционной 
функции на ограниченном интервале в предположе-
нии, что случайный процесс – эргодический. 

Предположим, что какой-то случайный сигнал, ха-
рактеризующий процесс ( )tX , наблюдается в течение 
интервала времени от 0  до T  в виде напряжения или 
тока ( )tx . При этом целесообразно ввести понятие 
приближенной (оценочной) корреляционной функции: 

( ) ( ) ( )∫
τ−

τ+
τ−

=τ
T

X dttxtx
T

R
0

1)
 при T<<τ≤0 . (4.5.1) 

По всему ансамблю возможных реализаций ( )tx  эта 
приближенная функция является случайной. Обратите 
внимание, что время усреднения равно τ−T , а не T , 
потому что интервал (выборочная функция) охваты-
вает только часть наблюдаемых данных, включающих 
как ( )tx , так и ( )τ+tx . 

Выполнить интегрирование в выражении (1), как 
правило, невозможно, поскольку математическое вы-
ражение для ( )tx  не известно. Однако интеграл можно 
аппроксимировать суммой выборок из непрерывной 
временной функции в отдельный момент, т.е. перейти 
к случаю дискретного времени. На практике это озна-



Глава IV. Анализ случайных процессов 
 
 

 98 

чает, что обрабатывается оцифрованный сигнал с ин-
тервалом дискретизации, который мы положим рав-
ным t∆ . Таким образом, если выборки из какой-либо 
реализации ( )tx  случайного процесса ( )tX  соответст-
вует моментам времени t Nt t ∆∆∆  ,2, 0,  и если их зна-
чения ( )tx  равны 0x , 1x , 2x , …, Nx , то дискретное 
представление выражения (1) будет иметь вид 

 
( )

.и,1,0 при

,
1

1
0

NMMn

XX
nN

tnR nk

nN

k
kX

<<=
+−

=∆ +

−

=
∑

K

)

 (4.5.2) 

Эта приближенная (оценочная) функция по всему ан-
самблю возможных выборок 0x , 1x , 2x , …, Nx  также 
является случайной величиной и обозначается 

( )tnRX ∆
)

. Даже если значение N  весьма велико 
(обычно порядка нескольких тысяч), операцию (2) не-
сложно выполнить с помощью компьютера. 

Для оценки качества приближения, задаваемого 
формулой (2), необходимо определить математическое 
ожидание и дисперсию функции ( )tnRX ∆

)
, поскольку 

она является случайной, а ее точное значение зависит 
от конкретной рассматриваемой реализации и соот-
ветствующего ей набора выборок. Математическое 
ожидание вычисляется легко, так как 

( )

[ ]

( ) ( ).
1

1
1

1
1

1

0

0

0

tnRtnR
nN

XXE
nN

XX
nN

EtnRE

X

nN

k
X

nN

k
nkk

nN

k
nkkX

∆=∆
+−

=

=
+−

=

=







+−

=



 ∆

∑

∑

∑

−

=

−

=
+

−

=
+

)

 (4.5.3) 
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Таким образом, математическое ожидание этого при-
ближения совпадает с точными значениями автокор-
реляционной функции и является ее несмещенной 
оценкой. 

Труднее определить дисперсию такого приближе-
ния, детали вычислений выходят за рамки нашего рас-
смотрения. Опуская подробные выкладки, отметим, 
что эта дисперсия должна удовлетворять условию 

 ( ) ( )∑
−=

∆≤



 ∆

M

Mk
XX tkR

N
tnRD 22)

. (4.5.4) 

В этом выражении подразумевается, что  M 12 +  при-
близительно (оценочных) значений автокорреляцион-
ной функции перекрывают область, в которой эта 
функция имеет достаточно большую амплитуду. Если 
произведение ( )  1 tM ∆+  мало, то дисперсия, 
определяемая выражением (4), может также быть не-
значительной. Отметим, что более точная дисперсия 
приближенного значения имеет вид 

 ( ) ( )∫
∞

∞−

ττ≤



 ∆ dR

T
tnRD XX

22)
, (4.5.7) 

где t NT ∆=  – длительность наблюдаемой реализации 
(выборки). 

4.6. Взаимные корреляционные функции 

Часто возникает необходимость определить кор-
реляцию между двумя случайными величинами, при-
надлежащими к различным процессам. Если два слу-
чайных процесса ( )tX  и ( )tY  совместно стационарны 
в широком смысле, то для случайных величин 
 ( )11 tXX = , ( )τ+= 12 tYY  
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можно определить взаимную корреляционную 
функцию 

 ( ) [ ] ( ) 22121121 , dyyxfyxdxYXERXY ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

==τ . (4.6.1) 

Существует еще один вид взаимной корреляцион-
ной функции, которую можно определить для тех же 
двух моментов времени. Для случайных величин 

( )11 tYY = , ( )τ+= 12 tXX  она имеет вид 

 ( ) [ ] ( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−

==τ 22121121 , dxxyfxydyXYERYX . (4.6.2) 

Поскольку оба случайных процесса ( )tX  и ( )tY  явля-
ются совместно стационарными, приведенные взаим-
ные корреляционные функции зависят только от вре-
менного интервала τ . Для стационарных случайных 
процессов, не обладающих свойством совместной ста-
ционарности, указанная зависимость не наблюдается. 

Временные взаимные корреляционные функции для 
пары реализаций ( )tx  и ( )ty  случайных процессов 
( )tX  и ( )tY  могут быть определены так же, как и 

выше, а именно 

 ( ) ( ) ( )∫
−

∞→
τ+=τℜ

T

T
Txy dttytx

T2
1lim , (4.6.3) 

 ( ) ( ) ( )∫
−

∞→
τ+=τℜ

T

T
Tyx dttxty

T2
1lim . (4.6.4) 

Если случайные процессы являются совместно эрго-
дическими, то выражения (3) и (4) дают одинаковые 
значения для каждой пары реализации. Таким обра-
зом, для эргодических процессов имеем 
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 ( ) ( )τ=τℜ XYxy R , (4.6.5) 

 ( ) ( )τ=τℜ YXyx R . (4.6.6) 

Основные свойства взаимных корреляционных 
функций весьма существенно отличаются от свойств 
автокорреляционных функций. 

1. Значения ( )0XYR  и ( )0YXR  не имеют никакого 
реального физического смысла и не соответствуют 
средним квадратам случайных величин ( )tXX =  и 

( )tYY = . Тем не менее, равенство ( ) ( )00 YXXY RR =  
справедливо. 

2. В общем случае взаимные корреляционные 
функции не являются четными относительно τ . Тем 
не менее, существует вид симметрии, описываемый 
соотношением 
 ( ) ( )τ−=τ XYYX RR . (4.6.7) 

Это свойство объясняется тем, что сдвиг ( )tY  во вре-
мени в определенном направлении эквивалентен 
сдвигу ( )tX  в противоположном направлении. 

3. Взаимная корреляционная функция необяза-
тельно должна иметь максимум при 0=τ . Тем не ме-
нее, можно показать, что 

 ( ) ( ) ( )[ ] 2/100 YXXY RRR ≤τ . (4.6.8) 

Аналогичное соотношение справедливо и для ( )τYXR . 
Максимум взаимной корреляционной функции может 
оказаться при каком угодно τ , но не может превысить 
значения (8). Более того, он может не достигаться ни 
при каких τ . 

Свойства автокорреляционных и взаимных корре-
ляционных функций часто используются в оптических 
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исследованиях. Некоторые примеры такого использо-
вания приведены в приложениях 7 и 8. 

4.7. Энергетический спектр стационарного 
случайного процесса 

Рассмотрим возможность применения гармониче-
ского анализа к изучению свойств стохастических 
процессов. Сразу отметим, что непосредственное при-
менение классического гармонического анализа к слу-
чайным процессам невозможно, так как спектральные 
плотности, рассчитанные по спектрам Фурье их реали-
заций, не имеют конечных значений при любых часто-
тах. В прочем, можно обобщить гармонический ана-
лиз, усредняя спектральные разложения, полученные 
из отдельных выборок. 

Рассмотрим одну реализацию ( )tX k  случайного 
процесса ( )tX . Пусть, кроме того, ( ) ( )tX k

T  – усеченная 

реализация, равная нулю вне интервала 
2
Tt ≤  и совпа-

дающая с ( ) ( )tX k  внутри этого интервала. Спектр (пре-
образование Фурье) функции ( ) ( )tX k

T  имеет вид 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫
−

ω−=ω
2

2

e
T

T

tik
T

k
T dttXZ . (4.7.1) 

Средняя мощность на частоте ω , отнесенная к по-
лосе Tf 1=∆ , равна 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
− −

−ω−=

=ω=ω

2

2

2

2
2121

2

.e2

2

21

T

T

T

T

ttik
T

k
T

k
T

k
T

dtdttXtX
T

Z
T

G
 (4.7.2) 
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При ∞→T  ( )ωTG  не стремится, вообще говоря, к 
определенному пределу, и является случайной функ-
цией. Среднее по множеству реализаций для ( )ωTG  
равно 

( ) ( ){ }

( ) ( ){ } ( ) .e/2
2

2
21

2

2
211

1

21∫ ∫
− −

−ω−=

=ω=ω
T

T

T

T

tti
TT

TT

dtdttXtXmT

GmF

 (4.7.3) 

Символ 1m  обозначает усреднение по ансамблю 
реализаций. 

Вводя корреляционную функцию ( )21, ttR  процесса 
( )tX , можно ( )ωTF  представить в виде 

 ( ) ( ) ( )∫ ∫
− −

−ω−=ω
2

2
21

2

2
21

21e,2 T

T

T

T

tti
T dtdtttR

T
F . (4.7.4) 

Если случайный процесс ( )tX  стационарный в широ-
ком смысле, то ( ) ( )1221, ttRttR −=  и, следовательно, 

 ( ) ( ) ( )∫ ∫
− −

−ω−−=ω
2

2
21

2

2
12

21e2 T

T

T

T

tti
T dtdtttR

T
F . (4.7.4) 

Вводя переменную 21 tt −=τ , последнее выражение 
можно преобразовать к виду 

 ( ) ( ) ττ






 τ
−=ω ∫

−

ωτ− dR
T

F
T

T

i
T e12 . (4.7.5) 

Предел ( )ωTF  при ∞→T  равен 

 ( ) ( ) ( ) ττ=ω=ω ∫
∞

∞−

ωτ−

∞→
dRFF i

TT
e2lim . (4.7.6) 
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Функцию частоты ( )ω F , т.е. предел при ∞→T  
усредненной по множеству реализаций спектральной 
плотности средней мощности процесса, называют 
энергетическим спектром стационарного случайного 
процесса. Он дает только усредненную картину рас-
пределения энергии процесса по частотам элементар-
ных гармонических составляющих, но не учитывает 
их фазовой структуры. 

Из (6) следует также, что энергетический спектр 
( )ωF  и корреляционная функция ( )τR  стационарного 

случайного процесса связаны друг с другом парой 
преобразований Фурье (теорема Винера-Хинчина): 

( ) ( ) ( ) τωττ=ττ=ω ∫∫
∞∞

∞−

ωτ− dRdRF i

0

cos4e2 , (4.7.7) 

( ) ( ) ( ) ωωτω
π

=ωω
π

=τ ∫∫
∞∞

∞−

ωτ dFdFR i

0

cos
2
1e

4
1 . (4.7.8) 

Так как ( )ωTG  и ( ) ( ){ }ω=ω TT GmF 1  неотрица-
тельны, то и энергетический спектр ( )ωF  является не-
отрицательной функцией частоты. Кроме того, как 
следует из (7), ( )ωF  – четная функция. Заметим, что в 
формуле (8) при использовании преобразования Фурье 
в показательной форме понятие спектрального рас-
пределения средней мощности процесса распростра-
нялось на все действительные частоты от −∞=ω  до 

+∞=ω . Физический смысл имеют только положи-
тельные 0≥ω . Для использования показательной фор-
мы интеграла Фурье, каждая спектральная компонента 
разбивается на две равные по интенсивности ( )ωF 21  
и ( )ω−F 21 , из-за чего общий энергетический спектр 
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( )ω F , распространенный на отрицательные частоты, 
становится четной функцией частоты. 

Преобразование Фурье возможно только для абсо-
лютно интегрируемой функции, поэтому формулы (7) 
и (8) справедливы, если 

 ( ) MdR ≤ττ∫
∞

∞−

, ( ) NdF ≤ωω∫
∞

∞−

. (4.7.9) 

где M  и N  – постоянные величины. Это условие 
ограничивает применимость теоремы Винера-Хинчина 
исключительно стационарными процессами, среднее 
значение которых равно нулю. Если это условие вы-
полнено, то энергетический спектр ( )ωF  стационар-
ного случайного процесса – непрерывная функция 
частоты ω . 

Из (8) следует, что при 0=τ  

 ( ) ( )∫
∞

∞−

ωω
π

= dFR
4
10 , (4.7.10) 

т.е. средняя мощность стационарного процесса равна 
площади его энергетического спектра. Спектральная 
плотность средней мощности при 0=ω  

 ( ) ( ) ττ= ∫
∞

∞−

dRF 20  (4.7.11) 

равна удвоенной площади под графиком корреляци-
онной функции. Если ( )τ R  – неотрицательная, то 
( )0F  пропорциональна времени корреляции процесса 

 ( ) ( )0400 RF=τ . (4.7.12) 

Величину площади под кривой энергетического 
спектра, отнесенную к спектральной плотности на не-
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которой характерной частоте 0ω , называют шириной 
полосы энергетического спектра 

 ( ) ( ) ( )
( )000

0
2

1
ω

=ωω
ωπ

=∆ ∫
∞

Π F
RdF

F
. (4.7.13) 

Ее можно интерпретировать как ширину равномер-
ного в полосе Π∆  энергетического спектра процесса, 
эквивалентного данному по средней мощности. 

Корреляционная функция ( )τR  и энергетический 
спектр ( )ωF  стационарного случайного процесса, как 
пара преобразования Фурье, обладают всеми прису-
щими этому преобразованию свойствами. В частно-
сти, чем шире спектр ( )ωF , тем уже корреляционная 
функция ( )τR , и наоборот. 

Если случайный процесс эргодический, то вместо 
корреляционной функции можно использовать вре-
менную корреляционную функцию любой его реали-
зации и, таким образом, находить энергетический 
спектр по его единственной реализации. 

4.8. Марковский и винеровский процессы 

Пусть в каждый момент времени некоторая сис-
тема может находиться в одном из состояний 

K , , 21 EE  (число состояний конечно или счетно). Если 
система случайно переходит из одного состояния, на-
пример iE , в другое, скажем jE , то говорят, что в сис-
теме происходит случайный процесс. Если при этом 
вероятность перехода из состояния iE  в jE  зависит 
только от iE , и не зависит от того, когда и как система 
пришла в это состояние, то случайный процесс ( )tX  
называют марковским. Другими словами, если для ка-
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ждого момента времени 0t  протекание случайного 
процесса ( )tX  в будущем (при 0tt > ) определяется его 
настоящим (значением ( )0tX ) и от прошлого (от ( )tX  
при 0tt < ) не зависит, то ( )tX  – марковский случайный 
процесс. 

Исчерпывающей вероятностной характеристикой 
марковского процесса является условная интегральная 
функция распределения ( )002 ,, txtyF , представляющая 
вероятность того, что ( ) ytX < , если при tt <0  имело 
место равенство ( ) 00 xtX = . Иначе говоря, если из-
вестно значение 0x  марковского процесса в момент 
времени 0t , то вероятностные свойства процесса при 

0tt >  уже не зависят от того, что происходило до мо-
мента 0t . Производная 

 ( ) ( )002002 ,,,, txtyF
y

txtyf
∂
∂

=  (4.8.1) 

характеризует условную плотность распределения ве-
роятностей. 

Для стационарного марковского процесса 
 ( ) ( )02002 ,,, xyftxtyf τ= , (4.8.2) 

где 0−=τ tt . 
Частным случаем марковского процесса является 

винеровский процесс. Он описывает броуновское 
движение – движение погруженной в жидкость ма-
ленькой частицы под влиянием ударов молекул жид-
кости. Это явление называется по имени английского 
ботаника Р. Броуна, который в 1827 г. открыл явление, 
но не объяснил его. Лишь в 1905 г. А. Эйнштейн опи-
сал броуновское движение математически. Начиная с 
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1918 г., американский ученый Н. Винер строит мате-
матическую модель, более точно его описывающую. 
По этой причине процесс броуновского движения 
называют винеровским процессом. 

Прежде чем перейти к винеровскому процессу, 
введем предварительно понятия нормального процесса 
и процесса с независимыми приращениями. 

Случайный процесс ( )tX  называют нормальным, 
(гауссовым), если совместное распределение ( )1tX , 
( )2tX , …, ( )ktX  является нормальным для каждого k  

и всех it  (  ki ...,2, 1,= ). Нормальный процесс полно-
стью определяется двумя характеристиками: матема-
тическим ожиданием и корреляционной функцией. 

Случайный процесс ( )tX  называют процессом с 
независимыми приращениями, если его приращения на 
неперекрывающихся интервалах взаимно независимы, 
т.е. случайные величины ( ) ( )12 tXtX − , ( ) ( )23 tXtX − ,..., 
( ) ( )1−− kk tXtX  для kt...tt <<< 21  взаимно независимы. 

Этот процесс определяется распределением прираще-
ний ( ) ( )sXtX −  для произвольных t  и s . Если 
( ) ( )sXtX −  зависит только от разности st − , то 

процесс называют процессом со стационарными 
приращениями. 

Винеровским процессом (процессом броуновского 
движения) называют нормальный случайный процесс 
( )tX  с независимыми стационарными приращениями, 

для которого ( ) 00 =X , ( )[ ] 0=tXM , ( )[ ] ttXM 22 σ=  для 
всех 0>t . 

Важное значение винеровского процесса состоит в 
том, что он используется при изучении многих других. 
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4.9. Белый шум 

Рассмотрим теперь энергетический спектр случай-
ного процесса, имеющего очень широкую полосу. 
Пусть спектральная плотность ( )ωF  средней мощно-
сти процесса сохраняет постоянное значение до очень 
высоких частот. Его корреляционная функция ( )τR  бу-
дет отлична от нуля только в очень небольшом интер-
вале значений своего аргумента около начала коорди-
нат, т.е. при малых τ . Энергетический спектр 
 ( ) constNF ==ω 02 , (4.9.1) 

равномерный на всех частотах, является полезной ма-
тематической идеализацией спектров указанного типа. 

Случайный процесс, имеющий равномерный на 
всех частотах спектр, называют «белым шумом». Его 
корреляционная функция равна 

 ( ) ( )τδ=ω
π

=τ ∫
∞

∞−

ωτ
0

0 e
2

Nd
N

R i , (4.9.2) 

т.е. представляет собой дельта-функцию в начале 
координат. 

Коэффициент корреляции для белого шума 

 ( )




≠τ
=τ

=τρ
.0
,0

,0
,1

 (4.9.3) 

Таким образом, он характеризуется тем, что его 
значения в любые два даже сколь угодно близкие мо-
мента времени некоррелированы. Следует отметить, 
что определенное понятие белого шума относится 
только к спектральной картине случайного процесса и 
оставляет совершенно открытым вопрос о законах 
распределения. Точнее говоря, его распределение ве-
роятностей в обычном смысле не существует. 
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Белый шум является идеализацией, никогда не 
реализуемой на практике, так как, во-первых, доста-
точно близкие значения случайной функции практиче-
ски всегда зависимы и, во-вторых, реальные процессы 
имеют конечную мощность, а для белого шума полная 
мощность процесса бесконечна. 

4.10. Преобразование случайных сигналов 
временными фильтрами 

Корреляционно-спектральная теория случайных 
процессов играет исключительно важную роль при ис-
следовании вопросов о связи случайных компонент 
сигналов на входе и выходе линейных временных 
фильтров. Фильтр представляет собой устройство, 
преобразующее входной сигнал ( )tx  в выходной сиг-
нал ( )ty  по некоему закону, определяемому линейным 
оператором L

)
: 

 ( ) ( )tytxL =
)

. (4.10.1) 

Благодаря тому, что L
)

 – линейный оператор, вы-
полняется принцип суперпозиции. Его математиче-
ским выражением является интеграл 

 ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

′′−′= tdtxtthty . (4.10.2) 

Входящая в этот интеграл функция импульсного 
отклика системы ( ) ( ){ }ttLtth −′δ=−′

)
 характеризует 

форму сигнала на выходе системы при подаче на ее 
вход узкого δ -образного импульса. Фурье-образ 
функции импульсного отклика называется 
передаточной функцией системы ( )ωH . Она связывает 
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между собой спектры выходного ( )ωY  и входного 
( )ωX  сигналов 

 ( ) ( ) ( )ωω=ω XHY . (4.10.3) 

Будем описывать статистические свойства случай-
ного сигнала на входе в систему с помощью автокор-
реляционной функции ( )τxR , задаваемую выражением 
(4.3.5). Энергетический спектр входного сигнала 

( )ωxF  связан с функцией ( )τxR  теоремой Винера-
Хинчина 

 ( ) ( )∫
∞

∞−

ωτ− ττ=ω dRF i
xx e2 . (4.10.4) 

Найдем связь между автокорреляционными функ-
циями и энергетическими спектрами входного и вы-
ходного сигналов. Автокорреляционная функция вы-
ходного сигнала определяется, как 
 ( ) ( ) ( )τ+=τ tytyRy . (4.10.5) 

Заменяя в формуле (5) ( )ty  и ( )τ+ty  интегралами су-
перпозиции (2), получаем 

 ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

τ−Γ=τ dttRtR xhy , (4.10.6) 

где 

 ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

σσσ+τ−=τ−Γ dhthth . (4.10.7) 

Перейдем в (6) от корреляционных функций к 
энергетическим спектрам сигналов. В результате по-
лучим следующее выражение для выходного сигнала 
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 ( ) ( ) ( )ωω=ω xy FHF 2 . (4.10.8) 

Часто представляет интерес величина дисперсии 
флуктуаций сигнала на выходе фильтра 

 ( ) ( )tyRy
20 = . (4.10.9) 

Из формул (5) – (7) следует, что 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

ωωω
π

=Γ= dFHdttRty xxh 2
12 . (4.10.10) 

Отметим, что передаточная функция системы 
( )ωH  входит в выражения (8) и (10), взятая в абсолют-

ном значении. Поэтому мы не можем сделать вывода о 
степени коррелированности между максимумами и 
минимумами выходных и входных сигналов. Для по-
лучения этой информации необходимо вычислить 
функцию взаимной корреляции 
 ( ) ( )τ+= tytxRxy . (4.10.11) 

Для нее может быть получено выражение 

 ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

−τ=τ dttRthR xxy . (4.10.12) 

Выполнив преобразования Фурье обеих частей этого 
соотношения, получим зависимость 
 ( ) ( ) ( )ωω=ω xxy FHF , (4.10.13) 

в которой теперь сохранена через множитель ( )ωH  
информация о фазах. 

Степень сходства между ( )ty  и ( )tx  проще всего 
определить, обнулив τ  в (12): 



4.10. Преобразование случайных сигналов временными 
фильтрами 

 
 

 113

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .

0

∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

ωωω=

===

dFH

dttRthRtytx

x

xxy

 (4.10.14) 

Часто при сравнении входного и выходного сиг-
нала используется величина 

 ( ) ( )[ ]2txtyE −= . (4.10.15) 

Эта величина часто используется в задачах оптималь-
ной фильтрации. 

Результаты выполненного выше анализа преобра-
зования стохастических сигналов линейными систе-
мами широко используются в оптике. Они применя-
ются при исследовании флуктуаций сигналов в линей-
ных оптических усилителях, в оптических волноводах, 
волокнах и других устройствах и элементах. В то же 
время для решения задач, связанных с передачей через 
оптические системы изображений со стохастическими 
искажениями, рассмотренный аппарат анализа нужда-
ется в доработке. Это связано, прежде всего, с тем, что 
для описания соотношения между структурой свето-
вой волны в оптической плоскости объекта и в плос-
кости изображения необходимы функции двух попе-
речных координат. Любую оптическую систему, осу-
ществляющую преобразование структуры световой 
волны, можно рассматривать в виде пространствен-
ного фильтра. Соответствующий формализм описания 
рассмотрен в приложении 9. 
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Дополнение. Использование программного 
пакета MathCAD в статистических расчетах 

Статистический анализ разнообразных физических 
явлений требует, как правило, проведения больших 
объемов вычислений с использованием компьютеров. 
В некоторых случаях расчеты предполагают разра-
ботку специального программного обеспечения. Од-
нако очень часто достаточно бывает воспользоваться 
возможностями типовых программных пакетов, таких 
как MathCAD, MATLAB, STATISTICA и SPSS. Для 
иллюстрации этих возможностей приведем некоторые 
сведения из описания пакета MathCAD. 

Генерация случайных чисел 
Программный пакет MathCAD содержит ряд эф-

фективных генераторов случайных чисел, с помощью 
которых, используя встроенные функции, можно ис-
следовать характеристики приведенных ранее функ-
ций распределения. 

Для получения случайной величины X  в виде по-
следовательности случайных чисел, подчиняющихся 
нормальному распределению, можно воспользоваться 
встроенной функцией ( )σ,,rnorm Xn , где n  – количе-
ство чисел, X  – среднее значение случайной вели-
чины, σ  – стандартное отклонение. На рис. Д.1 пока-
зан график изменения одного из возможных вариантов 
изменения случайных чисел ix  ( )ni ...,,2,1=  при зада-
нии параметров 1024=n , 1=X , 5,0=σ . 

Отметим, что приведенную последовательность 
можно рассматривать как случайную выборку из не-
кой генеральной совокупности с объемом выборки n  
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и выборочной дисперсией σ  (см. раздел 3.1). График 
на рис. Д.1 можно рассматривать также в качестве 
сигнала, характеризующего одну из реализаций нор-
мального стационарного процесса (раздел 4.1). В та-
ком случае x  будет означать некую физическую вели-
чину, а i  – дискретное время. 

 
Рис. Д.1. Последовательность случайных чисел с нормальным 

распределением. 

График нормальной плотности распределения ве-
роятностей строится с помощью встроенной функции 

( )σ,,dnorm Xx . Примеры для различных средних и 
дисперсий показаны на рис. Д.2. 

Функция нормального распределения вероятно-
стей ( )xFX  строится при помощи функции 

( )σ,,pnorm Xx . Графики двух видов функций нормаль-
ного распределения приведены на рис. Д.3. 

Для нахождения квантилей px  нормального 
распределения случайной величины X  используется 
функция ( )σ,,qnorm Xp . Так, 98% квантиль при 
значениях 1=X , 5,0=σ  имеет величину 

( ) 027,2,,qnorm =σXp . 
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Рис. Д.2. Плотность нормального распределения вероятностей. 

Непрерывная кривая – 1=X  и 5,0=σ ; пунктир – 0=X , 2,0=σ . 

 
Рис. Д.3. Функции нормального распределения вероятностей. 

Непрерывная кривая – 1=X  и 5,0=σ ; пунктир – 0=X , 2,0=σ . 

Случайный сигнал, характеризующийся логариф-
мически нормальным распределением вероятности, 
получается применением функции ( )σ,,rlnorm Xn . На 
рис. Д.4 он графически представлен для параметров 

1024=n , 1=X , 5,0=σ . 
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Рис. Д.4. Последовательность случайных чисел с логарифмически 

нормальным распределением вероятностей. 

Логарифмически нормальная плотность распре-
деления вероятностей строится при помощи функции 

( )σ,,rlnorm Xx . Ее примеры приведены на рис. Д.5. 

 
Рис. Д.5. Плотность логарифмически нормального распределения 

вероятностей. Непрерывная кривая – 1=X  и 8,0=σ ; 
пунктир – 0=X , 4,0=σ . 

Для логарифмически нормального распределения 
вероятностей существует функция ( )σ,,plnorm Xx . 
Примеры приведены на рис. Д.6. 
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При помощи функции ( )σ,,qlnorm Xp  нахо-
дятся квантили логарифмически нормального распре-
деления. 

Как легко увидеть из приведенных примеров, 
MathCAD имеет четыре категории встроенных функ-
ций. Они различаются написанием их первой литеры, 
а оставшаяся часть имени функции (ниже в списке 
функций она условно обозначена звездочкой) иденти-
фицирует тот или иной тип распределения. 

( )parxd ,*  – плотность вероятности; 
( )parxp ,*  – функция распределения; 
( )parxq ,*  – квантиль распределения; 
( )parMr ,*  – вектор M  независимых случай-

ных чисел, каждое из которых имеет соответствующее 
распределение; 

x  – значение случайной величины (аргумент 
функций); 

p  – значение вероятности; 
par  – список параметров распределения. 

 
Рис. Д.6. Функции логарифмически нормального распределения 

вероятностей. Непрерывная кривая – 1=X  и 5,0=σ ; 
пунктир – 0=X , 2,0=σ . 
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Для получения функции, относящиеся, напри-
мер, к равномерному распределению, вместо *  надо 
поставить unif  и ввести соответствующий список 
параметров par . В данном случае он будет состоять 
из двух чисел a  и b  – интервала распределения 
случайной величины. 

Если наряду с построением графиков плотно-
стей вероятностей распределений случайных чисел 
(или вместо них) требуется построить гистограмму 
соответствующего распределения, можно воспользо-
ваться рядом встроенных функций, позволяющих реа-
лизовать построение их различных вариантов. Ниже 
приведен рисунок, иллюстрирующий применение 
встроенной функции ( )xint,hist  ( int  отражает число 
столбцов гистограммы и их ширину, x  – последова-
тельность случайных чисел) для сигнала, представ-
ленного на рис. Д.7, для 50 сегментов гистограммы. 

 
Рис. Д.7. Гистограмма последовательности чисел с 

логарифмически нормальным распределением вероятностей. 

Для определения коэффициентов асимметрии и 
эксцесса в MathCAD имеются две встроенные 
функции: 



Дополнение. Использование программного пакета MathCAD 
в статистических расчетах 
 
 

 120 

( )xskew  – коэффициент асимметрии выборки 
случайных чисел x ; 

( )xkurt  – коэффициент эксцесса выборки 
случайных чисел x . 

Если в качестве примера взять плотности лога-
рифмически нормального распределения вероятно-
стей, графики которых показаны на рис. Д.5, то для 
показанного пунктиром распределения асимметрия 
окажется равной 1,14, а эксцесс – 2,08; соответствую-
щие параметры для графика в виде непрерывной ли-
нии будет равны ( ) 34,3skew =x  и ( ) 08,20kurt =x . 

Генерация коррелированных случайных чисел. 
Ковариация и корреляция 

При моделировании случайных процессов и 
структур иногда возникает необходимость в генерации 
двух последовательностей случайных чисел, элементы 
которых попарно коррелировали бы с некоторым ко-
эффициентом корреляции R . Процедура создания та-
ких последовательностей состоит в следующем. Сна-
чала получается первая последовательность случай-
ных чисел x  (например, с нормальным распределе-
нием, общим числом элементов 200=N , стандартным 
отклонением 2=σ , и нулевым средним значением). 
Вторая – y  строится по формуле 

 ( )σ−+= ,0,rnorm1 2 NRxRy . (Д.1) 

Согласованные изменения величин x  и y  для 
разных значений R  показаны на рис. Д.8. 

Для установления связи между двумя случай-
ными последовательностями в MathCAD существуют 
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а  

б  
Рис. Д.8. Изменения случайных чисел с корреляцией.  

а – 5,0=R , б – 9,0=R . 
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функции, называемые ковариацией ( ( )yx,covar ) и 
коэффициентом корреляции ( ( )yx,corr ). Ковариация и 
коэффициент корреляции определяются согласно 
формулам 

 ( ) ( )( )∑
−

=

−−=
1

0

1,covar
N

i

yyxx
N

yx , (Д.2) 

 ( ) ( )
yx

yxyx
σσ

=
,covar,corr . (Д.3) 

Для рассмотренных выше последовательностей 
x  и y  ( 5,0=R ) оценка дает следующие значения: 

( ) 928,1,covar =yx , ( ) 493,0,corr =yx . 

Моделирование стохастизации лазерного пучка в 
атмосфере 

MathCAD обладает широкими возможностями 
для моделирования сложных оптических явлений. В 
качестве примера приведем анализ стохастизации ла-
зерного пучка при развитии мелкомасштабной турбу-
лентности в атмосфере. 

Воспользуемся простейшей одномерной моделью, 
в которой прохождение излучения через случайно-не-
однородную среду с изменяющимися характеристи-
ками турбулентности заменяется его прохождением 
через движущийся фазовый экран с параметрами, за-
висящими от поперечной координаты. Такая упро-
щенная модель, хотя и не позволяет получить кор-
ректные количественные характеристики изучаемых 
явлений, дает возможность на качественном уровне 
выявить основные физические факторы, определяю-
щие пространственно-временную структуру излуче-
ния, и сопоставить поведение лазерных пучков при их 
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вариации. Случайное распределение фазы на экране 
описывалось функциями Вейерштрасса: 

[ ]
( )( )[ ]

( ) ( )n
n

N

n

nD

ND

D

k ksbb
b

b
ψ+π

−

−σ
=Φ ∑

=

−

+−

−

2cos
14

12
0

2

2
1

142

2
142

0 , (Д.4) 

где nψ  – случайная фаза n -ой гармоники, N  – число 
гармоник, 0σ  – стандартное отклонение фазы свето-
вых колебаний после прохождения плоской волной 
фазового экрана, b , s  – масштабирующие параметры, 
k  – дискретная поперечная координата. Параметр D  
при достаточно большом количестве гармоник опре-
деляет фрактальную размерность распределения фазы 
на экране. 

В тех случаях, когда с помощью фазового экрана 
описывалась слаборазвитая мелкомасштабная турбу-
лентность, в выражении (4) использовалось небольшое 
число гармоник. (Обычно использовались лишь две 
гармоники, 1=N ). При описании развитой мелкомас-
штабной турбулентности количество гармоник увели-
чивалось до 10. 

Считалось, что лазерный пучок имеет гауссов 
профиль и плоский волновой фронт при падении на 
фазовый экран. Тем самым, его амплитуда перед экра-
ном задавалась в виде выражения 

 
( )

2

2

e)0( w
mk

kmA
−−

= . (Д.5) 

Здесь w  – радиус пучка, m  – координата, определяю-
щая положение центра пучка. После прохождения фа-
зового экрана амплитудно-фазовый профиль пучка за-
давался комплексной амплитудой 

 
( )

2

2

ee w
mk

i
km

kA
−−

Φ−= . (Д.6) 
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Распределение поля за экраном определялось для 
дальней зоны. Для этого использовалась процедура 
быстрого преобразования Фурье распределения (6). 
Затем вычислялось распределение интенсивности 

2AIkm =  по координате k  для фиксированных значе-
ний m . Для каждого m  в дальней зоне находилась ко-
ордината “центра тяжести” пучка cmk  

 
∑

∑

=

== K

k
km

K

k
km

cm

I

kI
k

0

0 . (Д.7) 

Количество значащих точек K  отражает эффективную 
ширину экрана. 

Указанные зависимости позволяют описать флук-
туации интенсивности в центре тяжести пучка при от-
носительном смещении экрана по отношению к 
световому пучку (смещение задается величиной 
параметра m ). 

Результаты численного моделирования представ-
лены на рис. Д.9, а-в, относящимся к случаю, когда ра-
диус пучка w  принимает значения 20  (значения опре-
деляются количеством значащих точек, фрактальная 
размерность 5,1=D ). Левая часть рисунка относится к 
случаю слабо развитой мелкомасштабной турбулент-
ности, а правая – к случаю сильно развитой. Рис. Д.9, а 
характеризует флуктуации фазы kΦ  на экране. На 
рис. Д.9, б изображен профиль интенсивности лазер-
ного пучка kmI  в дальней зоне за экраном при произ-
вольно выбранном значении параметра m , отвечаю-
щим за смещение экрана относительно пучка. Кривые 
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a 

б 

в 

Рис. Д.9. Моделирование флуктуационной структуры излучения в 
отсутствии (слева) и в присутствии (справа) развитой 

мелкомасштабной турбулентности. а  – изменение фазы на 
экране, б  – профиль пучка после прохождения экрана, 

в  – флуктуации интенсивности в центре тяжести пучка. Радиус 
пучка 20=w . (Шкала фаз отложена в радианах, интенсивности – 

в относительных единицах.) 

на рис. Д.9, в отражают флуктуации интенсивности в 
центре тяжести пучка cmI  в зависимости от величины 
параметра m . 

Моделирующий слабо развитую мелкомасштаб-
ную турбулентность фазовый экран характеризуется 
возмущениями фазы, в отношение которых можно 
указать некий характерный размер, равный, примерно, 
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50  значащим точкам по поперечной координате. (Этот 
размер превосходит поперечный размер лазерного 
пучка). Развитие же мелкомасштабной турбулентно-
сти моделируется наложением на характерные для 
слаборазвитой турбулентности фазовые неоднородно-
сти неупорядоченных высокочастотных составляю-
щих флуктуаций. 

Анализ флуктуаций интенсивности показал, что 
при слаборазвитой мелкомасштабной турбулентности 
их статистика близка к нормальной, а при сильно – к 
логарифмически нормальной. 
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Приложения 

Приложение 1. Прохождение излучения через 
случайно неоднородные среды 

Статистика, характеризующаяся нормальным и 
логарифмически нормальным распределениями веро-
ятности, часто обнаруживается при анализе экспери-
ментальных данных, относящихся к локальным флук-
туациям интенсивности излучения при его распро-
странении в случайно неоднородной среде. Свойст-
вами такой среды обладает, в частности, приземная 
атмосфера, которой присущи случайные локальные 
изменения показателя преломления. При слабых изме-
нениях показателя преломления световое излучение 
будет сопровождаться флуктуациями, подчиняющи-
мися нормальному закону. При сильных – логарифми-
чески нормальному. Такого рода изменения во флук-
туационной структуре излучения авторы данного по-
собия имели возможность наблюдать при постановке 
экспериментов на приземной оптической трассе. Дли-
на 560 метров, расположенной на высоте 25 метров, 
распространялся лазерный пучок с длиной волны 

мкм63,0 . Регистрировались флуктуации интенсивнос-
ти в центре тяжести пучка. Используемой трассе, по-
строенной на базе зданий МГУ на юго-западе Москвы, 
был присущ режим перемежаемости мелкомасштаб-
ной турбулентности. Ему было свойственно споради-
ческое развитие мелкомасштабной турбулентности, 
приводящей к стохастизации поперечной структуры 
лазерного пучка. В отсутствие развитой мелкомас-
штабной турбулентности структура пучка имела ква-
зирегулярный характер (рис. П.1.1, а), при ее наличии 
приобретала спеклоподобный вид (рис. П.1.1, б). 
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Рис. П.1.1. Структура лазерного пучка в отсутствии (а) и в 

присутствии (б) развитой мелкомасштабной турбулентности. 

Флуктуации интенсивности пучка регистрирова-
лись с помощью быстродействующего фотоэлемента. 

 
Рис. П.1.2. Флуктуации интенсивности в центре тяжести пучка 

для квазирегулярной ( 0tt < ) и стохастической ( 0tt > )  
структур светового поля. 

Одна из типичных реализаций флуктуаций интенсив-
ности за временной промежуток, включающий как 
стадию отсутствия развитой мелкомасштабной турбу-
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лентности, так и стадию ее присутствия, показана 
рис. П.1.2. Уже из общего характера колебаний интен-
сивности видно, что в квазирегулярном состоянии 
пучка ( 0tt < ) качественная картина его флуктуаций 
описывается нормальным законом, а в стохастическом 
– логарифмически нормальным (сравните приведен-
ную реализацию изменений интенсивности с графи-
ками на рис. Д.1 и Д.4). 

Приложение 2. Статистическая модель оптических 
шумов 

В оптической практике с биномиальным законом 
распределения и законом распределения Пуассона час-
то приходится сталкиваться в случаях, когда необхо-
дим корректный учет присутствующих в оптических 
изображениях шумов. В роли этих шумов выступают 
флуктуации, вызывающие зернистую структуру изо-
бражения в силу пространственно-неоднородной чув-
ствительности регистрирующей среды или фотоэле-
мента. Наиболее часто зернистая структура изо-
бражения моделируется с помощью экрана, напоми-
нающего форму шахматной доски (рис. П.2.1). 

 
Рис. П.2.1. Моделирующий экран с квадратными элементами. 
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Пусть площадь действующего отверстия регистри-
рующей системы 2LA =  и на нее приходится N  
квадратов, m  из которых прозрачны, а n  непрозрачны 
(зерна). Будем также считать, что площадь каждого 
зерна 2la = , а вероятность того, что случайно выбран-
ный квадрат окажется прозрачным, при большом чис-
ле квадратов равна отношению «прозрачной» площади 
ко всей площади, т.е. TNmp == , где T  – общее 
пропускание. Общее число квадратов на площади A  
равно 

 nm
l
L

a
AN +=== 2

2

. 

Определим вероятность ( )mPN  того, что среди N  
белых и черных квадратов будет точно m  белых квад-
ратов. Ясно, что существует N  положений для пер-
вого белого квадрата, ( )1−N  – для второго и 
( )1+−mN  положений – для m -го белого квадрата. 
Общее число перестановок для m  элементов среди N  
положений равно 

 ( )( ) ( ) ( )!
!121
mN

NmNNNN
−

=+−−− K ,  

но так как m  белых квадратов ничем не отличаются 
друг от друга, то число сочетаний m  неразличимых 
элементов составляет 

 ( )!!
!

mNm
NC N

m −
= .  

Вероятность появления каждого из m  квадратов равна 
p , а вероятность ( )mN −  черных квадратов равна 
( )p−1 . Учтя все это, приходим к биномиальному 



Приложение 2. Статистическая модель оптических шумов 
 
 

 131

распределению, задаваемому формулой (1.4.1), в 
которой Tp = . 

Если увеличить N  и в то же время уменьшить p , 
так, чтобы при этом pNm =  оставалось конечным, то 
биномиальное распределение будет стремиться к пу-
ассоновскому распределению, выражаемого формулой 

 ( ) ( )
!
e

m
mmP

mm

N

−

≈ ,  

где pNm = . 

 
Рис. П.2.2. Модель экрана с круглыми зернами. 

Отметим, что закон Пуассона хорошо описывает 
статистику другой модели зернистой структуры, 
состоящей из круглых перекрывающихся зерен 
(рис. П.2.2). Если предположить, что зерна круглые и 
их центры расположены случайно, то вероятность 
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обнаружения n  зерен на площади A  будет 
определяться выражением 

 ( ) ( )
!
e

n
nAP

nn

n

−

= ,  

где And =  – плотность заполнения зернами. 

Приложение 3. Теория фотоотсчетов 

При падении электромагнитных волн падают на 
фоточувствительную поверхность, происходит слож-
ная последовательность событий. Основные звенья 
этой цепочки таковы: 1) поглощение кванта световой 
энергии (фотона) и передача ее возбужденному элек-
трону, 2) перенос возбужденного электрона к поверх-
ности и, наконец, 3) его выход с поверхности. Будем 
называть выход электрона с фоточувствительной по-
верхности фотособытием. Число K  таких фотособы-
тий, проходящих в данном временном интервале, на-
зовем числом фотоотсчетов. 

Полуклассическая теория фотоотсчетов основыва-
ется на следующих трех предположениях относи-
тельно статистических свойств фотособытий. Во-пер-
вых, принимается, что вероятность отдельного фото-
события на площади фоточувствительной поверхно-
сти, малой по сравнению с площадью когерентности 
падающего света, за время, меньшее времени коге-
рентности света (но намного больше периода оптиче-
ских колебаний), пропорционально интенсивности па-
дающей волны, длине интервала времени и рассмат-
риваемой площади фоточувствительной поверхности. 
В математической записи вероятность наблюдения 
одного фотособытия за время t∆  на площади A∆  
имеет вид 
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 ( ) ( )tyxAItAtP ;,,;1 ∆∆α=∆∆ , (П.3.1) 

где α  – коэффициент пропорциональности, а ( )tyxI ;,  
– интенсивность волны в момент времени t  в точке с 
координатами ( )yx, . Во-вторых, принимается, что 
вероятность более чем одного события, происходя-
щего за такой временной интервал и на такой малой 
поверхности пренебрежимо мала по сравнению с ве-
роятностью одного фотособытия и с вероятностью его 
отсутствия. (Следовательно, возможность многократ-
ных событий исключается.) В-третьих, принимается, 
что числа фотособытий, происходящих в любых двух 
неперекрывающихся временных интервалах, статиче-
ски независимы. (Процессы фотоэмиссии не имеют 
«памяти».) 

Несложно заметить, что эти три предположения 
отражают условия получения пуассоновского распре-
деления (см. раздел 1.4). Если каждое событие пред-
ставить пространственно-временной дираковской δ -
функцией единичной площади, то мы получим слу-
чайный процесс, который будет пространственно-вре-
менным пуассоновским импульсным процессом со 
скоростной функцией, равной интенсивности света, 
умноженной на коэффициент пропорциональности α . 
Поэтому в соответствии с формулой (1.4.2) вероят-
ность наблюдения K  фотособытий во временном ин-
тервале ( )τ+tt,  может быть записана в виде 

 ( ) ( ) K
K

K
KKP −= e

!
, (П.3.2) 

где K  – среднее число фотособытий, которое дается 
выражением 
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 ( )∫∫ ∫
τ+

ξξα=
A

t

t

dxdydyxIK ;,  (П.3.3) 

( A  – освещаемая площадь фоточувствительной 
поверхности). 

Для удобства этот результат записывают, вводя 
величину, которую называют интегральной интенсив-
ностью W . Она имеет размерность энергии и 
определяется как 

 ( )∫∫ ∫
τ+

ξξ=
A

t

t

dxdydyxIW ;, . (П.3.4) 

Заметим, что возможно более простая форма записи, 
если интенсивность света, падающего на фоточувст-
вительную поверхность, постоянна во времени или в 
пространстве. Так, если интенсивность имеет посто-
янное значение 0I  (независящее как от времени, так и 
от пространственных координат), то выражение для 
W  сводится к виду 
 τ= AIW 0 . (П.3.5) 

Записанное с использованием интегральной интенсив-
ности выражение для вероятности наблюдения K  
фотособытий таково: 

 ( ) ( ) W
K

K
WKP α−α

= e
!

. (П.3.6) 

Можно выразить постоянную α  через другие, бо-
лее знакомые нам физические константы. Интеграль-
ная интенсивность W  фактически равна энергии 
света, падающего на фоточувствительную поверх-
ность за интересующие нас время измерения, а каж-
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дый фотон несет энергию νh , таким образом, среднее 
число фотособытий за время τ  равно 

 
ν

η
=α=

h
WWK , (П.3.7) 

где h  – постоянная Планка ( сДж ⋅⋅ −3410626196,6 ),  
ν  – среднее оптическая частота излучения, а η  – так 
называемый квантовый выход (среднее число фото-
событий, вызываемых одним падающим фотоном, 

1≤η ). Итак, коэффициент пропорциональности α  
равен 

 
ν
η

=α
h

. (П.3.8) 

Приложение 4. Применение центральной 
предельной теоремы в оптике 

С центральной предельной теоремой оптике при-
ходится встречаться довольно часто. При этом ее при-
менение не всегда непосредственно связано со стати-
стической природой явлений. Некоторые из них воз-
никают как следствие многократного повторения опе-
рации свертки. 

Каскадные оптические системы. Линейные оп-
тические системы иногда могут образовывать своего 
рода «каскад», когда выходное изображение одной из 
систем служит входом для другой. В этом случае пол-
ная оптическая передаточная функция ( )ωτполн  равна 
произведению передаточных функций ( )ωτm  
( nm ,,2,1 K= ) отдельных систем: 

 ( ) ( ) ( ) ( )ωτωτωτ=ωτ nK21полн . (П.4.1) 
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Если число n  равно трем или более, а отдельные 
( )ωτm  – аналогичные функции, то в соответствии с 

центральной предельной теоремой функция ( )ωτполн  
должна хорошо аппроксимироваться гауссовой пере-
даточной функцией. Функция рассеяния точки, пред-
ставляющая собой Фурье-образ функции ( )ωτ , также 
должна быть гауссовой. 

Лазерный резонатор. В лазерном резонаторе оп-
тическое излучение многократно проходит расстояние 
между зеркалами. Предположим, что эти зеркала 
имеют форму квадрата со стороной a , а расстояние 
между ними равно b . Пусть ( )2xυ  – амплитуда волны 
в точке 2x  на втором зеркале, тогда в соответствии с 
дифракционной формулой Френеля эта амплитуда 
связана с распределением поля ( )1xυ  на первом зер-
кале следующим образом: 

 ( ) ( ) ( ) ,11212 ∫
−

−υγ=υ
a

a

dxxxKxx  (П.4.2) 

где ядро преобразования имеет вид: 

 ( ) ( ) ( )bxibxK λπ−λ= − 22
1

exp  (П.4.3) 

В этих выражениях γ  – некоторый числовой множи-
тель, характеризующий потери и фазовые сдвиги 
волны в резонаторе, а λ  – длина световой волны. 

Уравнение (2) означает, что амплитуда поля на 
зеркале 2 равна свертке с ядром ( )xK  поля ( )1xυ , об-
резанного в пределах ax >1 . Так как процесс распро-
странения излучения от зеркала к зеркалу повторяется 
многократно, выходная волна после n -кратного 
прохождения резонатора является результатом 
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последовательного применения n  раз двух операций 
(усечения поля и его свертки). 

Если бы на каждом шаге не происходило усечение 
поля апертурой зеркала, то мы имели бы только по-
следовательные свертки и, таким образом, выполня-
лась бы центральная предельная теорема. Операция 
усечения меняет ситуацию, так как она действует на 
результат каждой операции свертки. Она порождает 
добавочные осцилляции функций, которые затем под-
вергаются свертке. В результате не получается глад-
кой гауссовой кривой, которую дает центральная пре-
дельная теорема. Эти осциллирующие функции в 
итоге сходятся к некоторым устойчивым модам лазер-
ного резонатора. 

Однако если отношение b
a  достаточно велико, то 

в (2) эффект усечения оказывается слабым, поскольку, 
прежде чем 1x  достигнет границы ax ±=1 , функция 
( )1xυ  уменьшиться практически до нуля. В этом слу-

чае поле в резонаторе после n  отражений является ре-
зультатом n  операций свертки с ядром (3) и, следова-
тельно, приобретает близкое к гауссовскому распреде-
ление по поперечным координатам. На рис. П.4.1 по-
казаны зависимости распределения по поперечной ко-
ординате амплитуды поля в резонаторе при 1=n  и 

300=n . Там же для сравнения приведена гауссовская 
кривая. 

Атмосферная турбулентность. Данный пример 
применения центральной предельной теоремы непо-
средственно связан со статистической природой явле-
ний, которые возникают при сложении n  случайных 
величин. При этом мы имеем дело со «случайными 
блужданиями». 
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Рис. П.4.1. Распределение амплитуды поля в оптическом 
резонаторе при 1=n  (1, непрерывная линия) и 300=n   

(2, пунктир). Кривая 3 – гауссовское распределение. 

Рассмотрим модель турбулентной атмосферы, 
слой которой, находящийся между источником и при-
емником света, моделируется рядом экранов неболь-
шой толщины, каждый из которых дает сдвиг фазы, не 
зависящий от пространственных координат, но слу-
чайным образом изменяющийся во времени. Эти эк-
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раны расположены перпендикулярно линии, соеди-
няющей источник и приемник. В данный момент вре-
мени полная фаза световой волны полнϕ  в приемнике 
равна сумме отдельных ее сдвигов mϕ  на этих 
экранах: 
 nϕ++ϕ+ϕ=ϕ K21полн , (П.4.4) 

где mmm hn ∆=ϕ , а mn  – случайный показатель прелом-
ления на m -м экране и mh∆  – эффективная толщина 
каждого экрана. Поскольку турбулентность атмосфе-
ры изменяется независимо от одного моделирующего 
экрана до другого (или, по крайней мере, от одной 
группы экранов до другой) и фазовые флуктуации в 
пределах каждого экрана подчиняются одним и тем же 
статистическим закономерностям, то выполняется 
центральная предельная теорема и, следовательно, 

полнϕ  подчиняется нормальному закону распределе-
ния. Это стандартное предположение, которое дела-
ется при рассмотрении плотности вероятности 
( )полнϕf  в отдельной точке приемной апертуры. В бо-

лее общем случае предполагается правомерность гаус-
совского закона для совместной плотности распреде-
ления вероятности фаз ( )полнполн ',ϕϕf  в двух точках 
апертуры. 

Равенство (4) описывает случайное блуждание 
луча. Каждая фаза mϕ  приводит к независимому по ве-
личине и направлению изменению траектории луча. 
Поэтому проекция суммы m  (где nm ,,2,1 K= ) после-
довательных смещений луча на направление, перпен-
дикулярное линии, соединяющей излучатель и прием-
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ник, будет испытывать случайные блуждания влево и 
вправо от этого направления. 

Статистика многомодового колебания. К цен-
тральной предельной теореме приходится обращаться 
также при анализе многомодовой генерации лазера. 
Обычно лазер излучает целый ряд статистически неза-
висимых мод, поэтому многомодовая модель оказыва-
ется одной из весьма распространенных для лазерного 
излучения. Оно представляет собой суперпозицию N  
мод и обладает спектром, качественный вид которого 
показан на рис. П.4.2. При этом суммарное колебание 
светового поля будет описываться выражением 

 ( ) ( ) ∑∑
==

Φ=ψ+ω=ξ
N

n
nn

N

n
nnn atat

11
coscos . (П.4.5) 

 
Рис. П.4.2. Спектр многомодового колебания. 

Будем считать, что амплитуды мод na  и их час-
тоты nω  постоянны, а фазы nψ  распределены равно-
мерно: 
 ( ) 2π=ψ nf , π≤ψ≤π− n , (П.4.6) 

и статистически независимы: 
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 ( ) ( )∏
=

ψ=ψψψ
N

n
nN ff

1
21 ,, K . (П.4.7) 

Можно показать, что в общем случае генерируе-
мых мод с разными частотами функция плотности 
распределения вероятности величины ξ  при ∞→N  
сходится к гауссовской. Удобный способ нахождения 
функции распределения ( )ξf  основан на расчете его 
характеристической функции 

 ( ) viv ξ=ϕ e .   

Подстановка в это соотношение выражения (5) дает 

 
( )

{ } ( ).cosexp

cosexp

11

1

∏∏

∑

==

=

ϕ=Φ=

=








Φ=ϕ

N

n
n

N

n
nn

N

n
nn

vaiva

aivv
  

Здесь ( )nvaϕ  – характеристическая функция одной 
моды:  

 
( ) { }

( ){ } ( ),Jcosexp
2
1

cosexp

0 nnnnn

nnn

adtai

aia

ν=ϕϕ+ων
π

=

=Φν=νϕ

∫
π

π−

  

где ( )x0J  – функция Бесселя нулевого порядка от 
действительного аргумента. 

Таким образом, характеристическая функция слу-
чайной величины ξ  в целом равна 

 ( ) ( )∏
=

=ϕ
N

n
nvav

1
0J . (П.4.8) 
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Функция распределения ( )ξf  находится из (8) с помо-
щью Фурье-преобразования: 

 ( ) ( )∫
∞

∞−

ξ−ϕ
π

=ξ dvvf ive
2
1 .  

Можно показать, что при 1>>N  

 ( )








σ
ξ

−
σπ

=ξ 2

2

2
exp

2
1f , 

2

2
2 Na
=σ . 

Тем самым, мы имеем еще одно подтверждение 
справедливости центральной предельной теоремы. 

Приложение 5. Спекл-эффекты при когерентном 
формировании изображения 

При формировании изображения сложного объ-
екта с помощью высококогерентного поляризованного 
излучения, генерируемого лазером, распределение ин-
тенсивности света принимает сложный вид. Если по-
верхность объекта шероховата в масштабе оптических 
длин волн (обычная на практике ситуация), то изобра-
жение кажется зернистым, с множеством светлых и 
темных пятен, не имеющих видимой связи с макро-
скопическими рассеивающими свойствами объекта. 
Такое хаотическое неупорядоченное строение принято 
называть спекл-структурой. Спеклы можно наблю-
дать также при прохождении плоской однородной 
волны через прозрачную пластину с шероховатой 
поверхностью. Типичное изображение равномерно 
отражающей поверхности показано на рис. П.5.1. 

Причины возникновения спекл-структуры были 
установлены уже в ранних работах, посвященных 
лазерам. Большинство поверхностей, естественных и 
искусственных, являются сильно шероховатыми в 
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масштабе оптических 
длин волн. При осве-
щении монохромати-
ческим светом волна, 
отраженная от поверх-
ности, оказывается со-
стоящей из вкладов 
большого числа рассе-
ивающих точек или 
площадок. Элемент 
(рис. П.5.2) изображе-
ния   в точке наблюде-
ния  – суперпозиция множества амплитудных функций 
размывания (рассеяния), каждая из которых отвечает 
своей точке на поверхности объекта. Вследствие ше-
роховатости поверхности различные суммируемые 
функции размывания имеют заметно различающиеся 
фазы, что приводит к сложной интерферограмме. 

Сказанное относится и к случаю прозрачных не-
однородных объектов, освещаемых плоской монохро-
матической волной. Из-за наличия неоднородностей 
фронт волны, покидающий объект, весьма неровен и 
имеет исключительно сложную структуру. В силу 
этого интенсивность прошедшей волны характеризу-
ется большими пространственными флуктуациями, 
обусловленными перекрытием множества расфазиро-
ванных функций размывания. 

Поскольку мы не знаем детальной микроскопиче-
ской структуры сложного волнового фронта, поки-
дающего объект, приходится статистически подходить 
к вопросу о свойствах спекловой структуры. Рассмат-
ривается статистическое распределение для ансамбля 
поверхностей с одинаковыми макроскопическими 
свойствами, но различающихся в микроскопических 

 
Рис. П.5.1. Спекл-структура на фраг-
менте изображения объекта. 
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деталях. Так, если мы поместим фотоприемник в оп-
ределенную точку плоскости изображения, то изме-
ренная интенсивность не может быть заранее точно 
предсказана, даже если макроскопические свойства 
предмета точно известны. Мы можем найти только 
статистическое распределение этой интенсивности для 
некоего ансамбля шероховатых поверхностей. 

Одной из важных статистических характеристик 
спекловой структуры является плотность распределе-
ния интенсивности I  в некоторой точке изображения. 
 
 

 
Рис. П.5.2. Образование спекл-структуры на изображении 

шероховатого объекта. 

Какова вероятность наблюдения светлого максимума 
или темного минимума интенсивности? На этот во-
прос можно ответить, увидев аналогию нашей задачи с  
рассмотренной в разделе 2.2 задаче о суммировании 
случайных фазоров. В указанном разделе было пока-
зано, что плотность распределения вероятности изме-
нений интенсивности (2.2.15) подчиняется экспонен-
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циальному распределению с отрицательным пока-
зателем. 

Так как плотность распределения интенсивности – 
экспонента с отрицательным показателем, флуктуации 
относительно среднего значения будут весьма замет-
ными. Если мы определим контраст C  спекловой 
структуры как отношение стандартного отклонения 
интенсивности к ее среднему значению, то для поля-
ризованного света получим 

 1=σ
=

I
C I .  

Высокий контраст спеклов приводит к значительному 
ухудшению эффективного разрешения и чрезвычайно 
неудобен, если наблюдателя интересует тонкая струк-
тура изображения. 

Приложение 6. Применение методов 
математической статистики в обработке 

наблюдений 

Мы уже упоминали, что применение методов ма-
тематической статистики в обработке наблюдений ос-
новано на глубокой аналогии между произведением 
наблюдений и отбором генеральной совокупности. 
При этом в качестве генеральной совокупности рас-
сматривается чисто гипотетически набор всех воз-
можных результатов наблюдений при данном ком-
плексе условий испытаний. Отбор данных из этой со-
вокупности производится в процессе регистрации не-
зависимо от нашей воли. Благодаря этому, основным 
фактором всегда является случайность, что и позво-
ляет применять для обработки наблюдений основные 
положения теории вероятности. 
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Отбор данных, происходящий помимо нашей 
воли, можно назвать естественным отбором именно 
таким он является при наблюдении. Однако при на-
блюдениях и дальнейшей их обработке часто возни-
кает необходимость и в других, способах искусствен-
ного отбора. Например, при спектральном анализе ве-
щества приходится делать пробы из разных его облас-
тей, чтобы нейтрализовать возможную неоднород-
ность материала; спектры проб находится при этом 
целиком в нашем распоряжении. Для контроля над 
производством приходится брать образцы из общей 
продукции. При различных экономических и демо-
графических исследованиях также нужна предвари-
тельная сортировка объектов для изучения. Примеры 
таких случаев, когда исследователь вынужден прини-
мать сознательное решение, можно еще долго про-
должать. Отметим лишь в заключение, что даже заго-
товленный уже цифровой материал может нуждаться в 
дополнительной проверке в целях сокращения объема, 
для удаления неподходящих данных и верификации 
результатов расчетов – подобный отбор также произ-
водится исследователем целиком по его воли. 

Существует много способов искусственного от-
бора. Они зависят от цели отбора и поставленной за-
дачи. В целом способы делятся на пристрастные и 
репрезентативные. 

Пристрастными называют такие способы отбора, 
при которых существует заранее намеченный крите-
рий. При этом проверке подлежат все элементы сово-
купности. Например, из ряда чисел выделяют n  самых 
больших или все, не достигающие требуемой вели-
чины. Этот вид отбора применяют и для изъятия всех 
реализаций с нарушением условия испытания. При-
страстный отбор является важной стадией экспери-
мента. Его задача состоит в устранении всех заметных 
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нарушений условий испытания. Таким образом, не-
редко удается отбросить доминирующие (несиммет-
ричные) факторы, нарушающие нормальность распре-
деления. 

Пристрастный отбор всегда является сознатель-
ным с ясной характеристикой данных, подлежащих 
рассмотрению, поэтому он редко вызывает затрудне-
ния. Сложнее обстоит дело со второй группой. 

Способы отбора называются репрезентативными, 
если извлеченная группа элементов достаточно полно 
характеризует всю исходную совокупность. Разуме-
ется, как бы ни был удачен отбор, в суждениях обо 
всей совокупности будет элемент случайности. Более 
того, некоторые особенности первичного ряда не най-
дут отражения в полученном, поэтому «репрезента-
тивность» отбора является относительной и связана с 
конкретной числовой характеристикой, которая изуча-
ется с помощью извлеченных элементов. 

Фактически репрезентативный отбор применяется 
при невозможности (либо затруднительности) сужде-
ния о характеристиках совокупности при использова-
нии всех ее элементов из-за чрезмерной величины или 
неполной доступности анализу. Если объем N  очень 
велик, то на практике его можно считать бесконеч-
ным. В этом случае исходную совокупность рассмат-
ривают как генеральную, а извлеченные элементы как 
выборку, получая в дополнение все позитивные мо-
менты выборочного метода. Если N  не очень велико 
по сравнению с n  полученных элементов (скажем, 

nN 10< ), то с числом N  необходимо считаться при 
интерпретации результатов. 

Способ репрезентативного отбора зависит от сте-
пени наших знаний о совокупности. Если, например, 
известно, что элементы совокупности расположены 
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случайным образом, то к ней применим механический 
отбор – отбирается каждый пятый, десятый или еще 
какой элемент. Если же в последовательности наблю-
дается некоторая ритмичность, необходимо применять 
аритмичный отбор, например, в первой десятке выде-
лим первый элемент, во второй – второй… Так, анали-
зируя раз в день качество продукции, не следует брать 
пробы в одно и то же время. 

В случае же, когда о совокупности ничего неиз-
вестно, единственной гарантией репрезентативности 
может служить случайный отбор, для чего требуется 
перенумеровать все элементы, а номера отобранных 
должны образовывать случайную последовательность 
чисел. 

Увеличение числа параллельных наблюдений n  
является основным способом повышения точности 
статистического анализа. Среднее значение выборки 
объема n  имеет дисперсию в n  раз меньшую, чем при 
одиночных наблюдениях, поэтому для определения 
необходимого числа наблюдений достаточно знать их 
генеральную дисперсию 2σ  и допустимую дисперсию 

результата 



XD
)

. При этом (см. формулу (3.1.5)) 

[ ]XDn
)

2σ= . Увеличение параллельных наблюдений 
неограниченно повышает точность получаемого ре-
зультата, при этом требуется неизменность условий 
испытаний. 

Сигналы, сформированные данной выборкой, 
часто нуждаются в предварительной подготовке. Эта 
задача обычно решается путем их фильтрации, заклю-
чающейся в устранении одной из составляющих сиг-
нала. Наиболее часто целью фильтрации является по-
давление быстрых вариаций сигнала, которые обу-
словлены присутствием шумов различной природы. 
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Наиболее простым средством подавления быстрых 
изменений является процедура сглаживания, произво-
димая на основе различных алгоритмов. Часто рас-
сматривают противоположную задачу фильтрации – 
устранение медленно меняющихся значений в целях 
исследования высокочастотной составляющей. В этом 
случае говорят о задаче устранения тренда. Иногда 
интерес представляют смешанные задачи выделения 
среднемасштабных вариаций путем подавления как 
более быстрых, так и более медленных компонент. 
Одна из возможностей их решения связана с примене-
нием полосовой фильтрации. Порой бывает полезным 
совмещение сглаживания с последующей интерполя-
цией или регрессией. 

На практике устранение тренда осуществляется 
при помощи следующей процедуры. Сначала вычис-
ляют регрессию (например, линейную), исходя из ап-
риорной информации о тренде, затем из данных, при-
надлежащих выборке, вычитается функция регрессии. 
При осуществлении полосовой фильтрации реализуют 
следующую последовательность операций: 

1. Приведение массива данных к нулевому сред-
нему значению путем его вычитания из каждого 
элемента. 

2. Удаление из сигнала высокочастотной состав-
ляющей, имеющее целью получение сглаженного 
сигнала. 

3. Выделение из сигнала низкочастотной компо-
ненты с помощью снятия тренда. 

Приложение 7. Обнаружение периодического 
сигнала 

Часто при проведении оптических исследований и 
передаче оптической информации световой пучок, 
распространяющийся в какой-либо среде, для его 
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идентификации предварительно модулируется по ин-
тенсивности. Обнаружить пучок на фоне помех озна-
чает ответить на вопрос, существует полезный сигнал 
или нет. Задача определения его формы при этом не 
ставится. 

Пусть ( )tp  – периодический сигнал с неизвестным 
периодом основным T  и ( )tb  – шум. Рассмотрим су-
перпозицию 
 ( ) ( ) ( )tbtptx += . (П.7.1) 

Для упрощения предположим, что ( )tp  и ( )tb  
централизованы, т.е. их среднее значение равно нулю, 
тогда сигнал ( )tx  также будет централизован. С точки 
зрения физики, эта гипотеза вполне естественна, так 
как на практике часто исключают постоянную компо-
ненту, чтобы не «загромождать» измерительную аппа-
ратуру, шкала (или динамический диапазон) которой 
всегда ограничены. 

Автокорреляционная функция в данном случае 
определяется выражением ( )τℜ xx  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]∫ τ−+τ−+=ℜ
∞→

T

Txx dttbtptbtp
T 0

1lim . (П.7.2) 

В силу свойства дистрибутивности функции корреля-
ции имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )τℜ+τℜ+τℜ+τℜ=τℜ bppbbbppxx . (П.7.3) 

Можно считать, что шум ( )tb  и сигнал ( )tp  незави-
симы. При этом условии корреляционные функции 

( )τℜ pb  и ( )τℜbp  тождественно равны нулю (с точно-
стью до погрешностей оценок, обусловленных конеч-
ным временем интегрирования). Автокорреляционная 
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функция шума ( )τℜbb  стремится к нулю с возраста-
нием τ  (раздел 4.4); следовательно, для достаточно 
больших значений τ  (бóльших по модулю некоторого 

1τ ) величина ( )τℜbb  практически равна нулю с точно-
стью до погрешности оценки. Значение 1τ , начиная с 
которого автокорреляционную функцию ( )τℜbb  
можно положить равной нулю, зависит от характера 
шума и, в частности, от его спектральной плотности: 
чем шире полоса частот шума при заданной полной 
мощности, тем быстрее убывает автокорреляционная 
функция. Итак, при 1τ>τ  в выражении для корреля-
ционной функции периодического сигнала остается 
только одно слагаемое: 
 ( ) ( )τℜ=τℜ ppxx . (П.7.4) 

В действительности 
 ( ) ( ) ( )τε+τℜ=τℜ ppxx , (П.7.5) 

где ошибка ( )τε  тем меньше, чем больше время интег-
рирования T  или временнáя постоянная усредняю-
щего низкочастотного фильтра. 

Итак, описанный корреляционный метод позво-
ляет обнаружить периодический сигнал на фоне шума. 

Приложение 8. Теория когерентности 

В теории когерентности фундаментальную роль 
играет функция взаимной корреляции между оптиче-
скими возмущениями, разделенных временным интер-
валом τ , в двух точках пространственной области 1x  и 

2x . В литературе по оптике она известна как функция 
взаимной когерентности ( )τΓ ;, 21 xx . Оптическое воз-
мущение, то есть одна из декартовых координат 
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электрического вектора, представимо в виде интеграла 
Фурье, взятого по положительным частотам: 

 ( ) ( )[ ]∫
∞

νπν−νϕν=
0

2cos dtaV r .  

Этому реальному возмущению соответствует ком-
плексное, которое называется «аналитическим 
сигналом»: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tiVtVtV ir += ,  

где 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫
∞

νπν−νϕν=
0

2sin dtatV i .  

При этом реальная ( ) ( )tV r  и мнимая ( ) ( )tV i  части не яв-
ляются взаимно независимыми. С помощью аналити-
ческих сигналов строится функция когерентности: 

 ( ) ( ) ( ) ( )tVtV ,,;, *
12 2121 xxxx τ+=τΓ=τΓ .  

Заметим, что величина ( )012Γ  характеризует 
пространственную когерентность излучения. Она 
выражает корреляцию в двух точках пространства в 
одно и то же время и, поскольку эта величина пропор-
циональна контрасту полос в звездном интерферо-
метре Майкельсона, ее пространственное преобразо-
вание Фурье дает информацию о распределении ярко-
сти в источнике излучения. Величина ( )τΓ11  опреде-
ляет временную когерентность. Она представляет со-
бой значение функции корреляции в одной точке про-
странства для двух моментов времени, и, поскольку 
она пропорциональна контрасту полос в двулучевом 
интерферометре Майкельсона, ее временное преобра-
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зование Фурье дает информацию о спектральном рас-
пределении энергии источника. Иными словами, 
звездный интерферометр Майкельсона является ана-
лизатором пространственных гармоник, а двулучевой 
интерферометр – временных гармоник. 

Приложение 9. Сравнение характеристик 
временных и пространственных фильтров 

Рассмотрим в качестве пространственного фильтра 
оптическую систему, которая линейным образом пре-
образует распределение интенсивности света ( )ηξο ,  в 
плоскости объекта в распределении интенсивности 
( )yxi ,  в плоскости изображения ({ }ηξ,  и { }yx,  – попе-
речные координаты в плоскостях, соответственно, 
объекта и изображения). Наиважнейшей характери-
стикой пространственного фильтра является «функция 
рассеяния» ( )η−ξ− yxs , , описывающая распределе-
ние света на плоскости ( )yx, , обусловленное нали-
чием точечного источника в плоскости объекта ( )ηξ, . 
Эта функция, называемая также переходной, является 
аналогом функции импульсного отклика временного 
фильтра. В силу линейности оптической системы вы-
полняется принцип суперпозиции, согласно которому 

 ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

ηξηξοη−ξ−= ddyxsyxi ,,, . (П.9.1) 

Аналогично временным фильтрам преобразование 
спектров пространственных частот оптической сис-
темы определяется передаточной функцией 
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 ( )
( ) ( )

( )∫ ∫

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

ω+ω

=ωτ
dxdyyxs

dxdyyxs yxi yx

,

e,
r . (П.9.2) 

Здесь xω  и yω  – пространственные частоты распреде-
ления интенсивности вдоль осей x  и y . 

Спектральные распределения световых пучков на 
выходе из оптической системы ( )ωrI  определяются ин-
тенсивным преобразованием вида 

 ( ) ( ) ( ) dxdyyxiII ri
yx

rrr ω−
∞

∞−

∞

∞−
∫ ∫=ωω=ω e,, . (П.9.3) 

Аналогичное выражение  имеет место для распределе-
ния интенсивности ( )ωrO  на входе. 

Осуществив преобразования Фурье для обеих час-
тей соотношения (1), получаем зависимость 
 ( ) ( ) ( )ωωτ=ω

rrr OI ,  (П.9.4) 

соответствующую зависимости (4.10.3) для временных 
фильтров. 

Совпадение формализма описания временных и 
пространственных фильтров позволяет распростра-
нить на пространственные фильтры подходы к ана-
лизу преобразования стохастических сигналов, рас-
смотренные в разделе 4.10. В то же время следует учи-
тывать важные особенности стохастического анализа 
пространственных фильтров. 

Во-первых, преобразования сигналов в простран-
ственных фильтрах двумерны. Во-вторых, при некоге-
рентном освещении интенсивности света линейно 
складываются, так что все входные и выходные функ-
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ции оказываются положительными функциями. Нако-
нец, усреднения для корреляционных функций и их 
преобразований являются пространственными, а не 
временными, и производятся по большой площади. 

Таблица 

Временные фильтры Пространственные фильтры 

( ) ( ) ( )τ+=τ txtxRx  ( ) ( ) ( )σ′+σσ=σ
rrr ooRo  

( ) ( ) ( )τ+=τ tytyRy  ( ) ( ) ( )σ′+σσ=σ′
rr iiRi  

( ) ( )∫
∞

∞−

ω− ττ=ω dRF ri
xyxy e2

 

( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

ω−=ω rdrRF ri
oioi

rrr rr

e2  

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

τ−ϕ=τ dttRtR xhy

 

( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

σσσ′−σϕ=σ′
rrr dRR osi 2

 

( ) ( ) ( )ωω=ω xy FHF 2  ( ) ( ) ( )ωωτ=ω
rrr

oi FF 2  

( ) ( )∫
∞

∞−

τ+=τ dtRthR xxy  ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

σσσ+σ′=σ′
rrr dRsR ooi  

 
Опуская менее существенные детали и техниче-

ские особенности преобразования случайных сигналов 
в пространственных фильтрах, приведем для удобства 
сопоставления в виде таблицы основные соотношения, 
характеризующие работу как временных, так и про-
странственных фильтров. 
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Присутствующая в таблице функция 
( )σ′−σϕ
r

s определяется выражением  

 ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

σ ′′σ ′′σ ′′+σ′−σ=σ′−σϕ doss
rr . 

Векторы σr , σ′ , σ′′  располагаются либо в плоско-
сти объекта, либо в плоскости изображения. 
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аналитический сигнал, 152 
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аппроксимация, 70 
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Б 

белый шум, 109 

броуновское движение, 107 

В 

варианта, 63 

вариационный ряд, 63 

вероятность, 78 
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Пуассона, 27 
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интегральная  

интенсивность, 134 

интервальная оценка, 68 
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квантиль, 18 

квантовый выход, 135 
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критическая область, 74 
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критические точки, 74 

Л 

линейная регрессия, 72 

линия регрессии, 70 

М 

математическое ожидание, 15 

медиана, 18 

метод наименьших  

квадратов, 71 

мода, 18 

Н 

наблюдаемое значение, 74 
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точечная, 68 

П 

передаточная функция, 110 

плотность вероятностей, 13, 79 

n-мерная, 81 

безусловная, 54 

двумерная, 41, 80 

маргинальная, 54 

нормальная (гауссовская), 19 
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совместная, 41 
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стационарный в широком 
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эргодический, 81 
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размах, 18 

распределение 

F-распределение Фишера-

Снедекора, 34 

t-распределение  

Стьюдента, 34 
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нормальное, 19 
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полимодальное, 18 
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унимодальное, 18 
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ряд 

вариационный, 63 

С 
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дискретные, 11 
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целочисленные, 11 
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спектр 
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статистическая гипотеза, 73 
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структурная функция, 92 

сумма случайных фазоров, 49 

Т 

теорема 

Винера-Хинчина, 104 

Котельникова, 82, 83 

точечная оценка, 68 

У 

уравнение регрессии, 70 

Ф 

фазор, 49 

формула 

Байеса, 43 

Бернулли, 27 

фотособытие, 132 

функция 

автокорреляционная, 88, 89 
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взаимной корреляции, 88, 100 

корреляционная, 88, 97 

передаточная, 110 

плотности распределения 

вероятностей. См. плотность 

вероятностей 

распределения, 12 

распределения вероятностей 

интегральная, 79, 80 
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двумерная, 41 

совместная, 41 

Ц 

центральная предельная 

теорема, 39 

центральные моменты 

случайной величины, 16 

Ч 

частота варианта, 63 

относительная, 63 

число фотоотсчетов, 132 

Ш 

ширина 

доверительного интервала, 69 

полосы энергетического 

спектра, 106 

Э 

эксцесс, 37 

энергетический спектр, 104 

 




