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Аннотация

Дана общая характеристика феномена Золотого сечения и его проявления в природе, науке и искусстве. Рассмотрены свойства оптических элементов и процессов, пространственно-временная структура которых характеризуется наличием самоподобия и Золотых пропорций. Наиболее подробно изложены характеристики дифракционных решеток и многослойных систем, построенных с использованием тесно связанной с Золотым сечением последовательности Фибоначчи. В разделе, посвященном оптике лазеров, феномен Золотого сечения рассматривается применительно к вопросам оптимизации оптических трактов и переходу к хаотической генерации.

Для студентов и аспирантов, специализирующихся в области физической оптики и оптики лазеров.

Annotation

General characteristics of the Golden mean phenomenon and its occurrence in nature, science and art have been given. Properties of specific optical elements and processes have been considered. Space-time structure of such elements and processes is characterized by the presence of fractality (self-similarity) and the Golden proportion. The characteristics of diffraction gratings and multilayer systems are expanded. Such systems are constructed, using the Fibonacci sequence, which is closely connected with to the Golden mean. In the chapter, devoted to laser optics, the Golden mean phenomenon has been considered with regard to transition to chaotic lasing.
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ВВЕДЕНИЕ
"Истинная физика – та, которая когда-либо сумеет включить человека в цельное представление о мире".
(Пьер Тейер де Шарден)

"…в универсальной синтетической науке непременно будет заключаться поэзия, проистекающая именно из необозримой широты науки".
(Мари Жан Гюйо)

XXI век, как считают многие ученые, станет веком «великого объединения наук». Исследования, активно ведущиеся в настоящее время на стыках различных научных дисциплин, размывают их границы, приводят к взаимному обогащению и, в конечном счете, – интеграции. Интеграция знаний влечет за собой необходимость модернизации учебного процесса в вузах, включения в учебные курсы новых сведений, расширяющих кругозор учащихся.

Важную роль в объединении наук играют междисциплинарные технологии исследований, универсальный характер которых позволяет изучать с единых позиций объекты самой разнообразной природы. Среди таких технологий видное место занимают подходы, основанные на фрактальных представлениях.

Фракталами называют геометрические объекты, обладающие свойством самоподобия. В настоящее время методам анализа характеристик фракталов посвящена обширная литература (см. список рекомендуемой литературы). Разработка методов оценки фрактальных свойств позволила установить целый ряд качественно новых закономерностей, определяющих наиболее общие принципы структурирования материальных объектов и разнообразных явлений.

В ряде случаев наличие самоподобных признаков в объекте исследования тесно сочетается с так называемыми «Золотыми пропорциями», отражающими принцип «Золотого сечения». Золотое сечение пришло к нам из истории древнего мира. Под Золотым сечением подразумевалось такое деление отрезка на две части, когда большая часть относится к меньшей, как весь отрезок относится к большей части. Указанная пропорция проявляется в структуре многих объектов живой и неживой природы и на протяжении многих веков использовалась в произведениях искусства в качестве канона красоты.

Бурное развитие науки в наши дни, открытие разнообразных объектов, в структуре которых проявляется Золотое сечение, вызвали новую волну интереса к его природе. Золотому сечению посвящены как отдельные монографии, так и многочисленные статьи в периодических изданиях и интернете. При этом ряд авторов для объяснения многообразия проявлений Золотого сечения и присутствующей в нем эстетической составляющей склонны использовать концепции, выходящие за рамки ортодоксальной науки. Несмотря на спорность таких подходов, они нашли отражение во многих публикациях. Знакомство с ними широкого контингента учащихся и преподавателей часто приводит, с одной стороны, к излишнему преувеличению (граничащему иногда с мистикой) возможностей основанных на Золотом сечении методов научного анализа, а с другой стороны, – к проявлению недоверия к их обоснованности и целесообразности применения в серьезных научных исследованиях. Эти две крайности могут стать препятствием на пути объективного и последовательного анализа свойств физических процессов и объектов, пространственно-временная структура которых связана с Золотым сечением. Поэтому одной из причин подготовки данного учебного пособия стала необходимость в формировании сбалансированного подхода к оценке природы Золотого сечения, а также возможностей его использования в научных исследованиях и учебном процессе.

В пособии наряду с общими вопросами и примерами из различных областей знаний подробно рассмотрены проблемы, относящиеся к применению свойств Золотого сечения в физической оптике. В связи с этим материал пособия адаптирован к вузовским программам по физике и может быть использован при чтении общих и специальных курсов, направленных на подготовку физиков-исследователей высшей квалификации, специализирующихся в области оптики.

Пособие знакомит читателя с методами изучения объектов и процессов, обладающих самоподобными свойствами и Золотыми пропорциями, которые дали возможность получить ряд важных физических результатов фундаментального характера. В нем содержится также изложение подходов к решению некоторых актуальных прикладных задач, связанных с расширением и качественным обновлением элементной базы оптических устройств и разработкой методов управления светом при помощи света.

При освещении структурных характеристик, обусловленных взаимосвязью фрактальных элементов и Золотых пропорций, нашла отражение группа вопросов мировоззренческого характера, которые позволяют приблизиться к более глубокому пониманию таких важных категорий как красота и гармония. Последние играют важную роль в научном творчестве. Об этом говорили многие ученые. Выдающийся физик В. Гейзенберг отмечал: «Проблеск прекрасного в точном естествознании позволяет распознать великую взаимосвязь еще до ее детального понимания, до того, как она может быть рационально доказана». Такого же мнения придерживался и математик Ж. Адамар: «Среди многочисленных комбинаций, образованных нашим подсознанием, большинство безынтересно и бесполезно, но потому они и не способны подействовать на наше эстетическое чувство; они никогда не будут нами осознаны; только некоторые являются гармоничными и потому одновременно красивыми и полезными; они способны возбудить нашу специальную геометрическую интуицию, которая привлечет к ним наше внимание и, таким образом, даст им возможность стать осознанными... Кто лишен его (эстетического чувства), никогда не станет настоящим изобретателем».

По мнению авторов пособия, Золотое сечение может стать эффективным средством совершенствования эвристических технологий познания нового в структуре и поведении объектов исследования. Знакомство с такими технологиями, опирающимися на феномен красоты и гармонии, позволит учащимся стать более подготовленными к будущей исследовательской деятельности.

1. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ИСПОЛЬЗУЕМЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ

1.1. Алгебра и геометрия Золотых пропорций

1.1.1. Определение Золотого сечения

"В геометрии существует два сокровища: Теорема Пифагора и деление отрезка в крайнем и среднем соотношении ("Золотое cечение"); первое можно сравнить с ценностью золота, второе можно назвать драгоценным камнем".
                                             (Иоганн Кеплер)

Принцип Золотого сечения в самом общем случае формулируется следующим образом: «Целое так относится к большему, как большее относится к меньшему»; другими словами, если Ц, Б, М – «целое», «большее» и «меньшее» соответственно, то Золотое сечение имеет место тогда и только тогда, когда выполняется условие:
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В математике тот же закон представляется системой двух уравнений и имеет несколько иную формулировку: если для некоторых чисел a, b и c, таких что
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одновременно выполняется условие
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то уравнение (3) отражает принцип Золотого сечения. Решением системы уравнений (2) и (3) является квадратное уравнение вида
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где 
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 называют коэффициентами Золотого сечения; их величины трансцендентны и поэтому в практических целях считается достаточной точность в три знака после запятой, то есть принимается, что 
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Рис. 1.1.1. Геометрическое изображение Золотой пропорции.

Геометрическим образом Золотого сечения и связанных с ним Золотых пропорций является показанное на рис. 1.1.1 пропорциональное деление отрезка на неравные части, при котором весь отрезок так относится к большей части, как большая часть относится к меньшей; или другими словами, меньший отрезок так относится к большему, как больший ко всему отрезку: 
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За внешней простотой условия (3) скрыто множество уникальных математических свойств коэффициента Золотого сечения, которыми не обладают никакие другие положительные числа. Проиллюстрируем некоторые из них с помощью ряда алгебраических соотношений:
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Особым образом следует остановиться на выражении (6). Оно для нас примечательно прежде всего в том отношении, что представление коэффициента Золотого сечения в виде периодической непрерывной дроби является геометрически самоподобным. В дальнейшем мы увидим, что признаки самоподобия свойственны многим математическим и физическим структурам, в той или иной степени связанным с Золотым сечением.

1.1.2. Золотые фигуры и платоновы тела 

                "Негеометр да не войдет!"

   (Надпись на воротах Академии Платона)

Принцип Золотого сечения нашел отражение в структуре разнообразных геометрических фигур, которые еще в древности стали предметом пристального изучения. К таким Золотым фигурам прежде всего следует отнести пентаграмму – пятиконечную звезду, вписанную в окружность (см. рис. 1.1.2,а), а также пентагон – правильный пятиугольник, получающийся путем соединения концов пентаграммы прямыми отрезками (рис. 1.1.2,б).
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Рис. 1.1.2.. а – пентаграмма; б - связь геометрии пентаграммы и пентагона 

с Золотыми пропорциями.
Содержащиеся в пентаграмме Золотые пропорции могут быть выражены при помощи приведенных на рис. 1.1.2,б обозначений.

Так:
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Углы ABF, AFD и AED равны 108° или 
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Пентагоны и пентаграммы, как и другие структуры, обладающие осью симметрии пятого порядка, принято выделять в особый класс геометрических объектов. Долгое время считалось, что пентагональная симметрия встречается только в живой природе и является отличительной чертой саморегулирующихся систем. Однако в 1984 году были открыты так называемые квазикристаллы с симметрией пятого порядка, являющиеся «пограничными» объектами на стыке «живого» и «неживого». Это заставило пересмотреть целый ряд важных концептуальных вопросов. В разделе 1.4.2 мы более подробно проанализируем структуру квазикристаллов и, в частности, проявление в них свойств Золотых пропорций.  (2)
Помимо пентаграммы и пентагона существуют еще весьма многочисленные плоскостные фигуры, геометрия которых характеризуется Золотой пропорцией. Среди этих Золотых фигур принято выделять Золотые треугольники, прямоугольники и спирали. 
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Рис.  1.1.3. Золотой треугольник.

Золотой треугольник показан на рис. 1.1.3. Он характеризуется следующими пропорциями: 
[image: image28.wmf].
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 При этом угол 
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 составляет величину 
[image: image30.wmf]o

108

=

a

.

Золотой прямоугольник изображен на рис. 1.1.4. У него коэффициенту Золотой пропорции 
[image: image31.wmf]F

 равно отношение большей стороны АВ к меньшей ВС.  (3)
Среди Золотых фигур выделяется с точки зрения многочисленности приложений Золотая спираль. Она является частным случаем логарифмической спирали – линии на плоскости, которая в полярной системе координат описывается выражением
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где r – длина радиуса-вектора спирали, 
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 – азимутальный угол, 
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, k – положительные числа. Структура Золотой спирали, соответствующая 
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, тесно связана со структурой Золотого прямоугольника (см. рис. 1.1.4). Делением сторон прямоугольника на отрезки в соответствии с Золотым сечением осуществляется переход к Золотым прямоугольникам меньших размеров AFHD, AFEK… Заметим, что этот процесс деления сводится к последовательному отсечению из прямоугольников квадратов BCHF, EHDK… Ветви Золотой спирали оказываются единообразно вписанными в Золотые прямоугольники, получившиеся в результате отсечения квадратов. Центр спирали находится в точке пересечения диагоналей прямоугольников, показанных на рис. 1.1.4 пунктирными линиями. Идентифицируют Золотую спираль обычно по отношению длин отрезков a и b, равному, если спираль Золотая, значению 
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Рис. 1.1.4. Геометрическая связь Золотой спирали с Золотым прямоугольником.

Золотые пропорции нашли отражение и в структуре ряда объемных тел, в частности, в структуре правильных многогранников. Правильным многогранником называется выпуклый многогранник, грани которого – равные правильные многоугольники, а двугранные углы при всех вершинах равны между собой. Доказано, что в каждой из вершин правильного многогранника сходится одно и то же число граней и одно и то же число ребер.

Всего в природе существует пять правильных многогранников (см. рис. 1.1.5), название которых определяется числом граней: тетраэдр (4 грани), гексаэдр (6 граней), октаэдр (8 граней), додекаэдр (12 граней) и икосаэдр (20 граней). Нетрудно догадаться, что гексаэдр есть не что иное, как 

всем знакомый куб. Грани тетраэдра, октаэдра и икосаэдра – правильные треугольники, куба – квадраты, додекаэдра – правильные пятиугольники.

Правильные многогранники также называют платоновыми телами, хотя они были известны еще за несколько веков до Платона (4).

Из всех рассмотренных выше многогранников наибольший интерес, с точки зрения появления Золотой пропорции, представляют два платоновых тела: додекаэдр и икосаэдр. Действительно, гранями додекаэдра являются основанные на Золотой пропорции пентагоны. Если внимательно посмотреть на икосаэдр, то можно увидеть, что в каждой вершине икосаэдра сходится пять треугольников, внешние стороны которых образуют пентагон. Уже этих фактов достаточно, чтобы убедиться в том, что Золотая пропорция играет существенную роль в конструкции этих двух платоновых тел.
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Рис. 1.1.5. Правильные многогранники (платоновы тела). a – тетраэдр, б – октаэдр,

в – гексаэдр (куб), г – икосаэдр,

д – додекаэдр.

Но существуют более глубокие подтверждения фундаментальной роли, которую играет Золотая пропорция в икосаэдре и додекаэдре. Известно, что эти тела имеют три специфические сферы. Первая, внутренняя, сфера вписана в тело и касается его граней. Обозначим радиус этой внутренней сферы через 
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. Вторая, или средняя, сфера касается его ребер. Обозначим радиус этой сферы через 
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. Наконец, третья сфера, внешняя, описана вокруг тела и проходит через его вершины. Обозначим ее радиус через 
[image: image45.wmf]c

R

. В геометрии доказано, что значения радиусов указанных сфер для додекаэдра и икосаэдра, имеющих ребра единичной длины, выражается через коэффициент Золотого сечения 
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 (см. таблицу).

Таблица. Золотые пропорции в геометрии икосаэдра и додекаэдра.
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Рис. 1.1.6. Конструирование усеченного икосаэдра из платонова икосаэдра.

Додекаэдр и икосаэдр обладают шестью поворотными осями 5-го порядка, то есть совмещаются сами с собой при вращении на 1/5 оборота вокруг осей, проходящих через центры противолежащих граней у додекаэдра и через противолежащие вершины у икосаэдра. Соответствующая этим двум фигурам поворотная симметрия называется икосаэдрической (5).

Во многих приложениях фигурирует еще один правильный многогранник, представляющий собой усеченный икосаэдр. На рис. 1.1.6 показана процедура получения усеченного икосаэдра из платонова икосаэдра (6). Эта процедура очень проста. Действительно, в любой из 12 вершин икосаэдра сходятся 5 граней. Если у каждой вершины отрезать (отсечь) 12 частей икосаэдра плоскостью, то образуется 12 новых пятиугольных граней. Вместе с уже имеющимися 20 гранями, превратившимися после такого отсечения из треугольных в шестиугольные, они составят 32 грани усеченного икосаэдра. При этом ребер будет 90, а вершин 60.

Имея в виду, прежде всего физическую проблематику, отметим, что форму усеченного икосаэдра имеет молекула фуллерена 
[image: image57.wmf]60

C

. Открытие этого вещества стало знаменательным событием XX века (см. раздел 1.4.2).

1.1.3. Золотое сечение и фракталы

"Равенство, неравенство, повторение и симметрия, определенные групповые структуры играют в искусстве, как и в математике, фундаментальную роль".

(В. Гейзенберг)

Полноценное описание феномена Золотых пропорций невозможно без привлечения понятия фрактала. Фракталами называются геометрические структуры: линии, поверхности, пространственные тела, обладающие свойством самоподобия. Одни фракталы формируются в результате протекания разнообразных физических, химических и биологических процессов. Другие, их часто называют математическими, являются результатом математического моделирования. По своей структуре фракталы могут быть регулярными или нерегулярными, случайными. Самоподобие как основная характеристика фрактала означает, что он более или менее единообразно устроен в широком диапазоне масштабов. Так, при увеличении маленькие фрагменты фрактала получаются очень похожими на большие. Это предопределяет скейлинг или масштабную инвариантность, основных геометрических особенностей фрактального объекта, их неизменность при изменении масштаба. Конечно, для реального природного фрактала существуют некоторые минимальный 
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 и максимальный 
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 масштабы длины, ограничивающие область 
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 (область скейлинга), вне пределов которой основное свойство фрактала – самоподобие – пропадает.

Примером регулярного математического фрактала может служить кривая Коха.
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Рис. 1.1.7. Этапы построения кривой Коха. a – K0, б – K1, в – K2, г – K3
Она строится следующим образом (см. рис. 1.1.7). Пусть K0 – начальный отрезок (рис. 1.1.7,а). Уберем среднюю треть и добавим два новых отрезка такой же длины, как показано на рис. 1.1.7,б. Назовем полученное множество K1.

Повторим данную процедуру многократно (рис. 1.1.7,в-г), на каждом шаге заменяя среднюю треть двумя новыми отрезками. Обозначим через Kn фигуру, получившуюся после n-го шага. Последовательность кривых 
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 сходится к некоторой предельной кривой K, которая и называется кривой Коха.

Известны фрактальные структуры, в которых в качестве образующих фигур выступают пентагоны и пентаграммы. То, как они строятся, непосредственно видно из рис. 1.1.8 и не требует дополнительных пояснений.

[image: image63.png]


[image: image64.png]



а 




б

Рис. 1.1.8. Звездные фракталы с внутренними (а) и внешними (б) составляющими элементами.

Все исследователи, занимающиеся изучением фракталов, едины во мнении, что фракталы красивы. Эстетическая притягательность фрактальных структур столь велика и неоспорима, что на повестку дня современных исследований по эстетике поставлен вопрос о фрактальном характере красоты.

При описании свойств фрактала важную роль играет такая его характеристика как фрактальная размерность. Дадим общее определение этой величины. Покроем исследуемый объект «шарами» радиуса 
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. Предположим, что нам потребовалось для этого не менее, чем 
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 шаров. Тогда, если при достаточно малых 
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, то 
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 – называется хаусдорфовой или фрактальной размерностью объекта.

Используя понятие фрактальной размерности, основоположник фрактальной геометрии Б.Б. Мандельброт дал более строгое, чем приведенное выше, определение фрактала. Согласно этому определению фрактал представляет собой объект, размерность Хаусдорфа которого больше его топологической размерности (0 – для россыпи точек, 1 – для кривой, 2 – для поверхности и т.д.).

Следует, однако, иметь в виду, что далеко не всегда представляется возможным корректно применить указанную процедуру для определения фрактальной размерности объекта. Это обычно бывает связано с невысоким уровнем итераций, определяющих его структуру, что не обеспечивает приемлемую точность в оценке величины 
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. Поэтому в дальнейшем мы вместо понятия фрактальности чаще будем использовать, как более широкое, понятие самоподобия. Это позволит расширить класс фракталоподобных структур, в которых, в частности, присутствуют элементы с Золотыми пропорциями.

Самоподобную структуру с такими элементами несложно построить, используя процедуру разбиения отрезков по правилу Золотого сечения. На первом этапе построения возьмем единичный отрезок и разобьем его на два отрезка длиной 
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 и 
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. На втором этапе наибольший из отрезков опять поделим в соответствии с Золотой пропорцией. На третьем и последующем этапах опять будем повторять эту процедуру по отношению к большему отрезку. Таким образом, у нас будут получаться многочастные структуры Золотого сечения, описываемые следующей последовательностью:
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Степень приближения построенной самоподобной структуры к идеальному фракталу будет определяться количеством разбиений парциальных отрезков.

К самоподобной структуре с указанным выше принципом разбиения может быть отнесен и многочастный Золотой прямоугольник, показанный на рис. 1.1.4. Самоподобность свойственна и вписанной в него Золотой спирали, как, впрочем, и любой логарифмической спирали. Для доказательства этого воспользуемся формулой логарифмической спирали (см. раздел 1.1.2)
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Легко видеть, что поворот указанной спирали на угол 
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то есть, получаем ту же спираль, но в другом масштабе. (7)
Золотые спирали могут формироваться достаточно неожиданным образом во фрактальных множествах, создаваемых на основе квадратичных отображений вида
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где и переменная z и параметр c могут принимать комплексные значения, графически представляемые точками на комплексной плоскости.

Если в итерационном процессе (18) фиксировать 
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 и изменять c, то получаем множество Мандельброта, часто называемое для краткости            M-множеством.
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Рис. 1.1.9. Множество Мандельброта. a – г - последовательное увеличение первоначальной прямоугольной области.

На рис. 1.1.9 приведены изображения М-множества и увеличенных фрагментов области его границ. M-множество состоит из большой сердцевидной области («кардиоиды»), к которой примыкают меньшие круглые области, к тем, в свою очередь, «прилепились» еще более миниатюрные круги и т.д. ad infinitum в приблизительно самоподобной прогрессии. Из рисунка хорошо видно, что на границах множества формируются спиралевидные элементы, причем по своей структуре образовавшиеся спирали весьма близки к Золотым.

M-множество обладает многочисленными подструктурами, демонстрирующими его самоподобие, – кардиоидами, кругами, спиралевидными хвостами «морских коньков» и завитками внутри завитков, образующими бесконечно тонкие филигранные узоры. Примечательно, что столь поразительная конструкция, как M-множество вместе со своим окружением, порождена простым квадратичным отображением.

Сложность M-множества – живое напоминание о том, что сложность, которую мы наблюдаем во многих явлениях природы, включая и саму жизнь, может быть следствием сравнительно простых законов. Причем, в этих законах поразительным образом содержатся и алгоритмы реализации Золотых пропорций в структуре формирующихся объектов. (8)
С точки зрения генерации самоподобных структур, связанных с Золотым сечением, представляет интерес еще одно квадратичное отображение, называемое логистическим. Оно часто используется при моделировании сценария перехода динамической системы к хаотическому поведению. В основе данного квадратичного отображения лежит преобразование
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Рис. 1.1.10. Бифуркационная диаграмма для квадратичного отображения (1.1.19).

Если построить зависимость предельных значений 
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 от управляющего параметра 
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 (см. рис. 1.1.10), то легко убедиться, что ей будет присуща система особых бифуркационных точек, в которых меняется сценарий поведения системы. Пройдя через некоторую последовательность бифуркаций, описываемая преобразованием (19) система может перейти в хаотический режим.

Одно из важных свойств уравнения (19), открытое Фейгенбаумом, состоит в том, что последовательность критических значений управляющего параметра 
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, соответствующих точкам бифуркаций, удовлетворяет соотношению
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Расстояние 
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-й вилке бифуркационной диаграммы подчиняется следующей закономерности:
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 EMBED Equation.3  [image: image99.wmf],
(1.1.21)

где 
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 и также является универсальной константой.

Структура показанных на диаграмме бифуркаций может быть отражена в виде следующей таблицы:

Таблица. Распределение расстояний между точками бифуркаций.
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Обозначения 
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 определяют расстояния между точками бифуркаций. Цифры, стоящие справа от этого столбца, показывают в каких порядках бифуркаций и сколько раз встречаются указанные расстояния.

Если построить последовательность расстояний, соответствующих определенному показателю степени параметра 
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Из приведенной последовательности хорошо видно, что количество однотипных расстояний определяется числовым рядом Фибоначчи, структура которого отражает принцип Золотого сечения (см. раздел 1.1.4). Значения чисел Фибоначчи приведены в крайнем правом ряду таблицы. 

Несложно увидеть, что структура бифуркационной диаграммы обладает самоподобием. Его можно проиллюстрировать серией диаграмм приведенных на рис. 1.1.11. Каждый последующий рисунок в приведенной серии представляет собой увеличенный фрагмент предыдущего. При этом масштаб по горизонтали пересчитывается в 
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 (Знак минус означает изменение ориентации – картинка переворачивается вверх ногами.).
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Рис. 1.1.11. Иллюстрация самоподобия в структуре бифуркационной диаграммы.
Таким образом, сложные процессы, характеризующиеся бифуркационными эффектами, также могут обладать самоподобными свойствами. При этом указанное самоподобие оказывается тесно связанным со структурой числового ряда Фибоначчи.

1.1.4. Числа Фибоначчи 

       "Числа не управляют миром, 
       но они показывают как управляется мир". 

(И. Гете)

С Золотым сечением тесно связаны числовые последовательности Фибоначчи и Люка. Во многих случаях именно через них Золотое сечение реализуется в различных объектах и процессах. Наибольшую известность приобрела последовательность Фибоначчи, которая имеет вид: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,… Фибоначчи построил ее в XIII веке, решая задачу о размножении пары кроликов в течение года (9). В этой последовательности каждое число, начиная с третьего, равно сумме двух предыдущих.

Тем самым, последовательность чисел Фибоначчи можно представить формулой, реализующий суммационный принцип Фибоначчи
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где n – порядковый номер числа Фибоначчи. С Золотым сечением последовательность Фибоначчи связывает ее важное свойство, согласно которому отношение каждого члена к предыдущему по мере увеличения его номера стремится к величине 
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Представление о том, насколько быстро отношение чисел Фибоначчи стремится к указанному пределу, можно получить из следующей таблицы:

Таблица. Отношения соседних чисел Фибоначчи.

	1/1
	=
	1

	2/1
	=
	2

	3/2
	=
	1,5

	5/3
	=
	1,(6)

	8/5
	=
	1,6

	13/8
	=
	1,625

	21/13
	=
	1,615384615

	34/21
	=
	1,619047619

	55/34
	=
	1,617647059

	…
	…
	…


Графически это свойство чисел Фибоначчи представлено на рис. 1.1.12. Из рисунка видно, что отношение рядом стоящих чисел Фибоначчи, в пределе, стремится (с разных сторон) к величине близкой 1,618, т.е. к коэффициенту Золотой пропорции 
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Рис. 1.1.12. Поведение отношения соседних чисел Фибоначчи.

Примечательно, что
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и в общем случае
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Глубокую связь между числами Фибоначчи и Золотым сечением подтверждают также следующие соотношения:
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В ходе исследования различных суммационных последовательностей было установлено, что не только классический ряд Фибоначчи, но и любой ряд с таким же рекуррентным свойством {
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} с другими начальными членами 
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 порождает последовательность 
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 и т.д., отношение соседних членов которой по мере удаления от начала стремится к величине 
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. Примером такой последовательности может служить ряд Люка – 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47 и т.д. Этот ряд французский математик Люка построил в XIX веке.

В теории последовательностей Фибоначчи и Люка большую роль играют соотношения, которые связывают числа Фибоначчи 
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 и числа Люка 
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 с коэффициентом Золотой пропорции 
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. Эти соотношения были получены в XIX веке еще одним французским математиком Бине.



[image: image193.wmf]5

)

1

(

n

n

n

n

F

-

F

-

-

F

=

, 
(1.1.31)



[image: image194.wmf]n

n

n

n

L

-

F

-

+

F

=

)

1

(

, 
(1.1.32)

В литературе описаны также последовательности обобщенных чисел Фибоначчи, которые представляют не только математический, но и практический интерес. Для получения обобщенных чисел Фибоначчи или    p-чисел Фибоначчи (
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), обозначим n-е p-число Фибоначчи через 
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 и будем вычислять его согласно следующей рекуррентной формуле, являющейся обобщением суммационного принципа Фибоначчи:
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при следующих начальных условиях:
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Ясно, что рекуррентная формула (33) при начальных условиях (34) задает теоретически бесконечное количество новых числовых рядов, так как каждому 
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 соответствует своя числовая последовательность. Рассмотрим частные случаи числовой последовательности, порождаемой выражениями (33), (34). Пусть 
[image: image201.wmf]0

=

p

. Легко показать, что в этом случае рекуррентная формула (29) «генерирует» двоичный ряд 
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а при 
[image: image203.wmf]1

=

p

 – ряд Фибоначчи.

Если теперь взять соотношение соседних p-чисел Фибоначчи, 
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 и устремить значение n к бесконечности, то в результате мы придем к следующему алгебраическому уравнению:
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положительный корень которого 
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 при заданном p и соответствует искомому отношению двух соседних p-чисел Фибоначчи. Заметим, что уравнение (36) является обобщением уравнения Золотой пропорции (см. формулу (4)), к которому оно сводится при значении 
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 принято называть обобщенными Золотыми пропорциями или Золотыми p-пропорциями. Заметим также, что при 
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; это означает, что уравнение (36) задает бесконечное число математических констант 
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 (Золотых p-пропорций), находящихся между 2 и 1.

В литературе нашла освещение еще одна модификация последовательности Фибоначчи, называемая рядом «Металлических» сечений. При построении ряда G(n) Металлических сечений суммационный принцип выражается формулой
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С ее помощью, задавая начальные элементы a и b, можно построить ряд
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Если обозначить через x предел 
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Его решение имеет вид:
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При 
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 оказывается равной коэффициенту Золотого сечения 
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Если мы положим 
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Выражение (41) является обобщением формулы (6). Оно указывает на то, что представление коэффициентов Металлических сечений в виде непрерывной дроби, также как и соответствующее представление коэффициента Золотого сечения, обладает самоподобной структурой.

Завершая данный раздел, отметим, что во многом уникальные свойства ряда Фибоначчи и его модификаций заметно расширили представления теории чисел и легли в основу новой системы счисления, весьма перспективной для использования в вычислительной технике. (10)
1.2. Золотое сечение в живой и неживой природе

1.2.1. Анатомия и физиология человека

"Созерцая совершенное, прекрасное человеческое лицо и тело, невольно приходишь к мысли о каком-то скрытом, но явственно чувствующемся математическом изяществе его форм, о математической правильности и совершенстве составляющих его криволинейных поверхностей!"

(Н. Крюковский)

Рис. 1.2.1. а - Золотые пропорции в фигуре 

человека; б - Золотые пропорции в частях тела.
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Золотая пропорция нашла отражение в структуре человеческого тела и отдельных его частей. В XIX веке немецкий исследователь Золотого сечения профессор Цейзинг опубликовал свой труд «Эстетические исследования», в котором изложены результаты огромной работы по изучению пропорций человеческого тела. Он измерил около двух тысяч человеческих тел и пришел к выводу, что Золотое сечение выражает средне-статистический закон.

Деление тела точкой пупка – важнейший показатель Золотого сечения. Пропорции мужского тела колеблются в пределах среднего отношения 
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 и несколько ближе подходят к Золотому сечению, чем пропорции женского тела, для которого среднее значение пропорции имеет вид 
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. У новорожденного пропорция составляет отношение 
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, а к 21 году равняется мужской. Пропорции Золотого сечения проявляются и в отношении длины плеча, предплечья и кисти (см. рис. 1.2.1,а(11)), а также в пропорциях, характерных для других  частей тела (рис. 1.2.1,б).

Есть основания утверждать, что человеческое тело имеет «пентагональную» или «пятилучевую» симметрию. Действительно, в качестве лучей можно рассматривать голову, две руки и две ноги. В связи с этим многие исследователи математических закономерностей тела человека вписывали его в пентаграмму, или окружность. Такая модель также нашла отражение и в построениях Леонардо да Винчи и Дюрера (см. рис. 1.2.2).
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Рис. 1.2.2. Пентагональная симметрия тела человека.

Как показали многочисленные исследования, Золотое сечение встречается в самых разных сферах человеческой жизнедеятельности, в том числе, в структуре сердечного цикла. Деятельность сердца характеризуется периодической сменой двух противоположных состояний миокарда – напряжения (систолы) и расслабления (диастолы). В ходе исследований было установлено, что длительности систолы, диастолы и всего кардиоцикла соответствуют Золотой пропорции. Это хорошо видно из рис. 1.2.3, на котором показана типичная электрокардиограмма, находящегося в покое человека.
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Рис. 1.2.3. Электрокардиограмма человека: tS, tD, t – соответственно длительности систолы, диастолы и кардиоцикла; P, Q, R, S, T – зубцы электрокардиограммы.

Оказывается, что «Золотой режим» кровоснабжения всего организма (и самого сердца) является наиболее экономичным. В этом режиме транспорт единичного объема кислорода в сердечные клетки затрачивает минимально возможную энергию.

Золотое сечение находит отражение не только в функциональных параметрах кровеносной системы, но и в составе крови. Так, в частности, как установил английский биохимик Дж. Кендрю, пространственная конфигурация молекулы миоглобина близка к додекаэдру.

Существенным является тот факт, что Золотое сечение проявляется также на генетическом уровне, в частности, в спиралевидной структуре молекулы ДНК (рис. 1.2.4,а). Анализ поперечного сечения молекулы ДНК показал, что ее форма близка к форме двух вложенных друг в друга и развернутых на 360 пентагонов, структура которых непосредственно связана с Золотым сечением (рис. 1.2.4,б).
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Рис. 1.2.4. Структура молекулы ДНК. a – общий вид; б - поперечное сечение молекулы.

Важно отметить, что не только форма ДНК, но и заключенный в ней генетический код связаны с Золотым сечением. Эта связь обусловлена особой формой организации нуклеотидов – отдельных звеньев цепей ДНК. (12)
1.2.2. Особенности формы животных

"Природа ничего не делает напрасно и не достигает с помощью многого того, что можно было достигнуть с помощью немногого".

(И. Ньютон)

Формообразующий фактор, основанный на принципе Золотого сечения, весьма распространен среди различных типов животных, включая членистоногих, насекомых, черепах и высших животных.
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1.2.5. Форма стрекозы.

Многие насекомые (например, бабочки, стрекозы) имеют простые асимметричные формы, основанные на Золотом сечении. Очень совершенна форма стрекозы, которая создана по законам Золотой пропорции: отношение длин хвоста и корпуса равно отношению общей длины к длине хвоста (рис. 1.2.5). В теле стрекозы выделяются три части: голова, грудь, брюшко. Брюшко разбито на пять сегментов, а хвост состоит из восьми частей. Сюда, еще необходимо добавить, три пары ног с их членением на три части. Нетрудно увидеть, в этой последовательности членения целого на части, развертывание ряда чисел Фибоначчи. Неудивительно, что стрекоза выглядит такой совершенной – ведь она создана по соразмерностям Золотой

пропорции. Отмеченные особенности формы стрекозы характерны для морфологии многих насекомых.

Строение форм представителей более высокого уровня животного мира также подчиняется закону чисел Фибоначчи. Так у черепахи в панцире имеется 13 сросшихся роговых пластин, из них 5 пластин в центре, а 8 по краям, на лапках 5 пальцев, а позвоночник содержит 34 позвонка.

В ящерице с первого взгляда (рис. 1.2.6) улавливаются приятные для нашего глаза пропорции – длина ее хвоста так относится к длине остального тела, как 11 к 7.
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Рис. 1.2.6. Ящерица живородящая.

Число лучей морских звезд отвечает ряду чисел Фибоначчи, или очень близко к ним, и равно: 5, 8, 13, 21, 34, 55.

Русский ученый С.В. Петухов, изучая схемы строения опорно-двигательного аппарата у различных позвоночных животных, пришел к выводу о том, что построение их конечностей происходило под воздействием двух факторов: законов Золотой пропорции и приспособление организма к образу жизни.

«Законы золотой пропорции определили основной план, основную идею конструкции конечностей, а конкретные условия существования каждого животного обусловили отклонения – флуктуации – от этого плана, все многообразие строения существующих видов».
В процессе эволюции происходило усложнение организмов, что вызывало увеличение количества частей тела и костей в скелете. Этот процесс осуществлялся не только непрерывно, но и дискретно, следуя некоторому «плану эволюции по Фибоначчи».
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Рис. 1.2.7. Яйцо птицы (b / a = Φ).

Ярким подтверждением этому выводу является эволюция ихтиозавров. Число костей в их конечностях было равно 34 и располагались конечности в 3 ряда, а стало близким к 55 и располагались уже конечностей в 5 рядов.

Большой интерес представляет исследование форм птичьих яиц. Оно показало, что их форма очень часто описывается Золотой пропорцией (рис. 1.2.7). И это не случайно, так как при таких пропорциях яйцо обладает  более высокими прочностными характеристиками оболочки яйца.
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Рис. 1.2.8. Перо павлина.

Часто Золотое сечение выступает как атрибут элементов украшения животных. Из рис. 1.2.8 видно, что перья павлина может быть не были бы столь красивы, если бы их элементы не подчинялись Золотой пропорции.

В животном мире наблюдаются также формы, геометрия которых близка к Золотой спирали. Наиболее характерны такие формы для моллюсков (см. рис. 1.2.9). 
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Рис. 1.2.9. Изображение самоподобной раковины моллюска.

Форма самых малых живых существа – вирусов – также сопряжена с Золотыми пропорциями. Установлено, что вирусы, состоящие из РНК и белка, представляют собой правильные икосаэдры. На основе этих примеров можно утверждать, что икосаэдральная форма является фундаментальной в организации живого вещества.
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Рис. 1.2.10. Активность функции питания термитов.

Существуют факты, что не только форма насекомых и животных, но и их поведение подчиняются в ряде случаев закономерностям Золотого сечения. В качестве примера можно привести связь активности питания термитов с лунными циклами. Из рис. 1.2.10, где эта активность на фоне смены фаз луны представлена графически, видно, что минимумы и максимумы активности соответствуют Золотому сечению.

1.2.3. Растительный мир

"Природа не молчит. Простой цветок из моего сада подсказал мне истину. «Постигни, человек, – сказал он мне, – мое рожденье и мой рост 
– и ты уразумеешь тайну жизни»".

(Б. Спиноза)
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Рис. 1.2.11. Расположение семечек в головке подсолнуха.

Наблюдения многих ученых указывают на то, что Золотое сечение и числа Фибоначчи в значительной степени определяют формы и закономерности развития разнообразных растений. Яркой иллюстрацией этому факту может служить спиралевидные формы. Уже со времен Кеплера известно, что на поверхности многих плотноупакованных биоформ (головка подсолнечника, сосновая и кедровая шишки, ананас, кактус) можно выделить две группы спиралей, на пересечении которых и находятся элементы биоформ (чешуйки или семена) (рис. 1.2.11). При этом отношение левых и правых спиралей подчиняется «закону филлотаксиса», в соответствии с которым численные отношения левых и правых спиралей (порядок филлотаксиса) всегда равно отношению соседних чисел Фибоначчи, которое в пределе стремится к коэффициенту Золотого сечения Ф.

Наблюдая филлотаксисные объекты и получая наслаждение от четко упорядоченной картины на их поверхности, можно задаться вопросом: как формируется на их поверхности «решетка Фибоначчи» в процессе их роста? Эта проблема представляет собой одну из наиболее интригующих загадок живой природы, уходящих в своих истоках к генетическому коду. Ее сущность состоит в том, что большинство видов биологических форм изменяет свой порядок филлотаксиса по мере своего роста. Известно, например, что головки подсолнечника, расположенные на различных уровнях одного и того же стебля, имеют различные порядки филлотаксиса. При этом, чем старше головка, тем выше этот порядок. Это означает, что во время роста растения происходит естественная модификация порядков филлотаксиса согласно закону:
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Рис. 1.2.12. Винтовая симметрия.
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Рис. 1.2.13. Винтовые оси на стеблях растений. а – ось третьего порядка; 

б – ось пятого порядка.

Явление филлотаксиса проявляется и в винтовом расположении листьев на стебле растений (ветвей на деревьях, лепестков в соцветьях и т.д.). Для его описания используются более сложные понятия симметрии, в частности, понятие «винтовая ось симметрии». Рассмотрим, например, расположение листьев на стебле растения (рис. 1.2.12). Мы видим, что листья находятся на различных высотах стебля вдоль винтовой линии, обвивающейся вокруг его поверхности. Для того, чтобы перейти от нижележащего листа к следующему, приходится мысленно повернуть лист на некоторый угол вокруг вертикальной оси стебля, а затем поднять его на определенный отрезок вверх. В этом и состоит суть «винтовой симметрии».

А теперь рассмотрим характерные «винтовые оси», которые возникают на стеблях растений (рис. 1.2.13). На рис. 1.2.13,а изображен стебель растения с винтовой осью симметрии третьего порядка. Проследим линию расположения листьев на этом рисунке. Для того чтобы перейти от листа 1 к листу 2, следует повернуть первый вокруг оси стебля на 120° против часовой стрелки (если смотреть снизу) и затем передвинуть листок 1 вдоль стебля по вертикали до тех пор, пока он не совместится с листком 2. Повторяя подобную операцию, перейдем от листа 2 к листу 3, а затем к листу 4. Обратим внимание на то, что листок 4 лежит над листком 1 (как бы повторяет его, но этажом выше) и что, идя от листа 1 к листу 4, мы трижды совершили поворот на угол 120°, т.е. осуществили полный оборот вокруг оси стебля (
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Угол поворота винтовой оси в ботанике называется «углом расхождения листьев». Вертикальная прямая, соединяющая два листа, расположенные друг над другом на стебле, именуется «ортостихой». Отрезок 1 – 4 ортостихи соответствует полной трансляции винтовой оси. Как мы увидим далее, число оборотов вокруг оси стебля для перехода от нижнего листа к вышележащему, расположенному в точности над нижним (по ортостихе), может равняться не только единице, но и двум, трем и т.д. Это число оборотов называется «листовым циклом». В ботанике принято характеризовать винтовое расположение листьев с помощью дроби, числителем которой является число оборотов в листовом цикле, а знаменателем – число листьев в этом цикле. В рассмотренном нами случае мы имеем винтовую ось типа 1/3.

На рис. 1.2.13,б изображена пятерная винтовая ось симметрии с листовым циклом 2 (для перехода от листа 1 к листу 6 надо совершить два полных оборота). Дробь, характеризующая данную ось, равна 2/5; угол расхождения листьев составляет 144° (
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). Заметим, что существуют и более замысловатые оси, например, типа 3/8, 5/13 и т.д.

Дроби, характеризующие винтовые оси растений, образуют строгую математическую последовательность, состоящую из отношений соседних чисел Фибоначчи, то есть:


1/2, 1/3, 2/5, 3/5, 5/13, 8/21, 13/34,… 
(1.2.2)

Нетрудно увидеть, что дроби в последовательности (2) образуются числами Фибоначчи, взятыми через одно число. Для различных растений характерны свои дроби филлотаксиса из последовательности (2). Например, дробь 1/2 свойственна злакам, березе, винограду; 1/3 – осоке, тюльпану, ольхе; 2/5 – груше, смородине, сливе; 3/8 – капусте, редьке, льну; 5/13 – ели, жасмину и т.д.

Какова же причина, лежащая в основе законов филлотаксиса? Ответ очень прост. Оказывается, что именно при таком расположении листьев достигается максимум притока солнечной энергии к растению.

1.2.4. Геофизические явления

"Природа работает с небольшим числом общих принципов".
(А. Сент-Дьердьи)

Многочисленные исследования показали, что признаки Золотой пропорции наблюдаются в разнообразных геофизических объектах и явлениях. Так, Золотое сечение обнаруживается при анализе структуры земной коры. Земная кора сложена горными породами осадочного и магматического происхождения. За долгую историю Земли происходило образование разнообразных магматических пород. Среди разновидностей пород преобладают две группы – кислые (граниты, гранодиориты) и основные (габбаро, базальты), остальные встречаются в десятых долях процента. Возникает вопрос: является ли образование магматических пород «игрой случая» или подчинено некоторой фундаментальной закономерности, «стремлению» к гармонической, наиболее целесообразной организации?

Русский геолог С.П. Соловьев получил следующие данные для соотношения пород на территории бывшего Советского Союза: 61 % послекембрийских пород составляют кислые, а 38,5 % – основные породы. Для магматических пород всех возрастов кислые породы составляют 62,2 %, а основные – 34,7 %. Отношение содержания кислых пород к основным равно 1,6 для докембрийских пород и 1,66 для послекембрийских. В пределах точности все эти соотношения отвечают Золотой пропорции!

Теперь приведем интересные данные по почвенному покрову Земли, полученные русским ученым И. Степановым. Как известно, толщина почвенного покрова на поверхности Земли ничтожно мала – всего около одной миллионной части ее диаметра. И вот на этой тонкой пленке почвы, покрывающей материки нашей планеты, сосредоточены миллионы видов растений и животных.

Известно очень много различных типов почв. Это особенно отчетливо видно при движении с севера на юг. Скудные почвы тундр сменяются лесными почвами, затем – черноземом, а на юге – каштановыми, бурыми и песчано-пустынными. С севера на юг изменяется не только состав, изменяется и мощность почвенного покрова. Почва не однородна по своему составу и свойствам. В ней выделяются три слоя. Верхний, гумусовый слой (А) образуется в результате обогащения вещества почв продуктами биохимического превращения растительных и животных остатков. Ниже его расположен переходный, подгумусовый слой (В), а под ним – измененная почвообразующая порода (слой С).

И. Степанов изучил профили почв на территории бывшего Советского Союза – от Карского моря до пустыни Каракумы – и обнаружил удивительную закономерность. Оказалось, что мощности горизонта А равны в среднем 5 см в пустынном светлоземе, 8 см – в серо-бурой почве, 13 см – в бурой полупустынной, 21 см – в светло-каштановой, 34 см – в темно-каштановых почвах, 55 см – в черноземе обыкновенном и 89 см – в черноземе выщелоченном, самом мощном. Затем от выщелоченного чернозема в направлении к тундровым почвам мощность слоя А вновь начинает уменьшаться к серым лесным и подзолистым почвам и от них к тундровым в фибоначчиевой последовательности: 55, 34, 21, 13, 8, 5 см. Установленная И. Степановым последовательность мощности гумусового слоя почв отвечает ряду чисел Фибоначчи, расположенных симметрично относительно наиболее мощного слоя – выщелоченного чернозема. 

Что же является причиной установленной зеркально-симметричной зональности почвенного покрова? Ответа на это вопрос нет. Возможно, причину надо искать в механизме самоорганизации природных объектов. Подчинение структуры и свойств почв числам Фибоначчи сближает их с биологическими объектами, с живыми организмами, почвы выступают не как «мертвые» геологические образования, а как некоторое подобие живых организмов.

Даже по отражательной способности света, почвы делятся на ряд, характеризуемый числами Фибоначчи: 3 % – чернозем мощный, 5 % – чернозем обыкновенный, 8 % – темно-каштановая почва, 13 % – светло-каштановая, 21 % – бурая полупустынная, 34 % – серо-бурая, 55 % – такырная пустынная (светлозем). Ученые пока не находят объяснения этому явлению. Предположительно, его следует искать в механизме самоорганизации природных объектов.

Золотые пропорции можно обнаружить в пространственно-временнойструктуре атмосферных и гидродинамических явлений. Чаще всего они реализуются через формирование специфических спиральных 

структур, свойственных циклонам, ураганам, смерчам. На рис. 1.2.14 приведена форма урагана «Катрина», нанесший в августе 2005 г. серьезный ущерб южным штатам США. Обращает на себя внимание тот факт, что форма Катрины весьма близка к форме Золотой спирали.
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Рис. 1.2.14. Фотография урагана „Катрина” из космоса.

1.3. Золотое сечение в искусстве

"Поистине, живопись — наука и законная дочь природы, ибо она порождена природой".
(Леонардо да Винчи)

"Благодаря живописи стало понятным измерение земли, вод и звезд, и еще многое раскроется через живопись".
(Альбрехт Дюрер)

Феномен Золотого сечения нашел отражение и в разнообразных памятниках культуры. Среди них видное место занимают памятники архитектуры. В качестве примеров ниже приведены два шедевра русской архитектуры: храм Василия Блаженного (рис. 1.3.1) и церковь Покрова в Филях (рис. 1.3.2). Из рисунков хорошо видно, что особое изящество архитектурным памятникам придает сочетание Золотых пропорций с элементами фрактальности. (13)
Золотое сечение стало критерием красоты, на которое ориентировались такие выдающиеся греческие скульпторы, как Фидий, Поликлет, Прокситель, Агесандр. Именно этим критерием руководствовался Агесандр (III-IIвв. до н.э.), создавая ставшую шедевром скульптуру Афродиты Милосской (рис. 1.3.3).

Отметим, что в приведенных памятниках архитектуры и в скульптуре Афродиты Милосской Золотое сечение реализуется по многочастной системе (см. комментарий к формулам 1.1.13 – 1.1.16). И это не исключения, а скорее правило. Количество примеров, его подтверждающее, можно расширить.
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Рис. 1.3.1. Храм Василия Блаженного.
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Рис. 1.3.2. Церковь Покрова в Филях.
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Рис. 1.3.3. Агесандр «Афродита Милосская».
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Рис. 1.3.4. Фрагмент картины Леонардо да Винчи «Мона Лиза» с Золотым прямоугольником.

Золотое сечение и связанные с ним конфигурации Золотых фигур широко использовали известные художники при композиционном решении живописных полотен и определении наиболее выразительных форм их отдельных элементов. В качестве иллюстрации на рис. 1.3.4 представлен фрагмент картины Леонардо да Винчи с Золотым прямоугольником. 

С точки зрения присутствия в произведениях живописи Золотых фигур, обращает на себя внимание многофигурная композиция «Избиение младенцев», выполненная Рафаэлем в 1509-1510 годах. На подготовительном эскизе Рафаэль провел ряд линий, которые характеризуют положение тел отдельных персонажей. Если эти линии соединить пунктиром, то с высокой точностью получается Золотая спираль. Выбор Золотой спирали придает картине динамизм и гармоничность (рис. 1.3.5).
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Рис. 1.3.5. Эскиз картины Рафаэля «Избиение младенцев».

В том, что изображенная спираль является Золотой, легко убедиться, если измерить отношение длин показанных на рис. 1.3.5 масштабирующих отрезков a и b. Это отношение оказывается равным 
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, что чрезвычайно близко к значению 
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. Поистине только «золотая» рука гениального мастера может владеть столь соразмерным движением.
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Рис. 1.3.6. Картина И.И. Шишкина «Корабельная роща».

Золотое сечение обнаруживается и в ряде шедевров живописи более позднего времени. Так, Золотое сечение с очевидностью просматривается на знаменитой картине И.И. Шишкина «Корабельная роща» (рис. 1.3.6). Созданное в год смерти мастера (1898 г.), полотно звучит ярким аккордом в его жизненном и творческом пути. Напоенная солнцем сосна, стоящая на первом плане, делит длину картины согласно Золотому сечению. Справа от сосны освещенный солнцем пригорок. Он делит в Золотом сечении правую часть картины по горизонтали. Слева от «Золотой» сосны находится множество других. И при желании можно с успехом продолжить деление картины по Золотому сечению и дальше. (14)
Не оказались в стороне от влияния феномена Золотого сечения и такие виды искусства как художественная литература, музыка, поэзия и кинематограф. Любые музыкальные или литературные произведения, а также кинофильмы делятся некоторыми вехами («эстетическими вехами») на отдельные части, которые обращают на себя внимание и облегчают восприятие целого. Этими вехами обычно являются кульминационные моменты произведения. Существуют ли какие-либо закономерности возникновения эстетических вех? 

Попытка ответить на этот вопрос применительно к музыкальным произведениям была предпринята русским композитором Л. Сабанеевым. В большой статье «Этюды Шопена в освещении золотого сечения» (1925 г.) он показывает, что отдельные временные интервалы музыкального произведения, соединяемые «кульминационным событием», как правило, находятся в соотношении Золотого сечения. Сабанеев пишет: «Все такие события инстинктом автора приурочиваются к таким пунктам длины целого, что они собою делят временные протяжения на отдельные части, находящиеся в отношениях Золотого сечения. Как показывают наблюдения, приурочение подобных эстетических «вех» к пунктам деления общего или частичного протяжения в Золотом отношении выполняется нередко с огромной точностью, что тем более удивительно, что при отсутствии у поэтов и у авторов музыки всякого знания о подобных вещах, это все является исключительно следствием внутреннего чувства стройности».

Анализ огромного числа музыкальных произведений позволил Сабанееву сделать вывод о том, что организация музыкального произведения построена так, что его кардинальные части, разделенные вехами, образуют ряды Золотых сечений. По наблюдениям Сабанеева, в музыкальных произведениях различных композиторов обычно констатируется не одно Золотое сечение, сопряженное с происходящим возле него «эстетическим событием», а целая серия подобных сечений. Каждое такое сечение отражает свое музыкальное событие, качественный скачок в развитии музыкальной темы. В изученных им 1770 сочинениях 42 композиторов наблюдалось 3275 Золотых сечений; количество произведений, в которых наблюдалось хотя бы одно Золотое сечение, составило 1338.
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Рис. 1.3.7. Структура Хроматической фантазии ре минор И.С. Баха. Справа дано описание соответствующих структурно-семантических особенностей нотного текста.

Примером многочастного использования Золотой пропорции может служить «Хроматическая фантазия ре минор» Иоганна Себастьяна Баха. Ее структуру отражает представленная на рис. 1.3.7 диаграмма. Она показывает, что Хроматическая фантазия буквально соткана из Золотых самоподобий.

Неразрывно связано с Золотым сечением поэтическое творчество. Многое в структуре поэтических произведений роднит этот вид искусства с музыкой. Четкий ритм, закономерное чередование ударных и безударных слогов, упорядоченная размерность стихотворений, их эмоциональная насыщенность делают поэзию родственной областью искусства по отношению к музыкальным произведениям. Каждый стих обладает своей музыкальной формой – своей ритмикой и мелодией. Поэтому в строении стихотворений проявятся некоторые черты музыкальных произведений, закономерности музыкальной гармонии, а следовательно, и Золотого сечения.

Анализ стихотворений А.С. Пушкина, с этой точки зрения, показал, что Пушкин явно предпочитает размеры в 5, 8, 13, 21 и 34 строк (числа Фибоначчи). Кульминационные моменты, очень часто делят его поэтические произведения в Золотой пропорции. Так, кульминацией в наиболее совершенной и эмоционально насыщенной восьмой главе поэмы «Евгений Онегин» является объяснение Евгения в любви к Татьяне – строка «Бледнеть и гаснуть... вот блаженство!». Эта строка делит всю восьмую главу на две части – в первой 477 строк, а во второй – 295 строк. Их отношение равно 1,617! Тончайшее соответствие коэффициенту Золотого сечения! Это великое чудо гармонии, совершенное гением Пушкина!

1.4. «Золотое сечение» как междисциплинарная эвристическая технология

1.4.1. История вопроса

"Сейчас я вам скажу то, что мне уже не раз довелось говорить, - объявил Дон-Кихот, - а именно: большинство людей держится того мнения, что не было на свете странствующих рыцарей".
(М. Сервантес)

Одними из первых, кто использовал понятие красоты и совершенства для построения картины мира, были древние греки. Так, Пифагор (ок. 580 – ок. 500 гг. до н.э.) и его последователи, отождествляя вещи и явления с числами (по Пифагору, вещи – это числа), старались постичь окружающий мир через проявление в нем гармонии


Платон (427 – 347 гг.) очень близко подошел к оценке роли, которую играют Золотые пропорции в структурировании материальных объектов и явлений. Пифагореец Тимей в одноименном диалоге Платона говорит: «Невозможно, чтобы две вещи совершенным образом соединились без третьей, так как между ними должна появиться вещь, которая скрепляла бы их. Это наилучшим образом может выполнить пропорция, ибо если три числа обладают тем свойством, что среднее так относится к меньшему, как большее к среднему, и, наоборот, меньшее так относится к среднему, как среднее к большему, то последнее и первое будет средним, а среднее – первым и последним. Таким образом, все необходимое будет тем же самым, а так как оно будет тем же самым, то оно составит целое».

Земной мир Платон строит, используя треугольники разных типов. Прекраснейшим треугольником он считает такой прямоугольный треугольник, в котором гипотенуза вдвое больше меньшего из катетов (в таком треугольнике отношение катетов составляет величину 
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, отличающуюся от коэффициента Золотого сечения, примерно, на 1/25). С помощью треугольников Платон строит четыре правильных многогранника, ассоциируя их с четырьмя земными элементами. Тетраэдру соответствовал огонь, кубу – земля, октаэдру – воздух, икосаэдру – вода. В дальнейшем у Платона нашлось много последователей, для которых уникальные свойства правильных многогранников (платоновых тел) стали ориентиром для решения важных научных проблем.

В дошедшей до нас античной литературе Золотое деление впервые упоминается в «Началах» Евклида. Во 2-й книге «Начал» дается геометрическое построение Золотого сечения. После Евклида исследованием Золотого деления занимались Гипсикл (II в. до н.э.), Папп (III в. н.э.) и др.

Новая волна интереса к Золотому делению возникла в Средневековье. В средневековой Европе с Золотым делением познакомились по арабским переводам «Начал» Евклида. Секреты Золотого деления ревностно оберегались и были известны только посвященным. Много внимания уделял изучению Золотого деления Леонардо да Винчи. Он производил сечения стереометрического тела, образованного правильными пятиугольниками, и каждый раз получал прямоугольники с отношениями сторон в Золотом делении. Поэтому он дал этому делению название Золотое сечение. Так оно и держится до сих пор как самое популярное.

Среди ученых, которые в качестве эвристических принципов использовали свойства Золотого сечения и правильных многогранников, особое место принадлежит Иоганну Кеплеру (1571 – 1630 гг.). Основной вклад Кеплера в науку – конечно, открытые им три закона движения планет, являющиеся базой современной теоретической астрономии и немало послужившие Ньютону при создании его механики. Однако, знакомясь с творчеством Кеплера, приходишь к выводу, что эти законы явились лишь „побочным продуктом” его попыток построить на базе платоновых тел модель планетарной системы.

В 1595 г., изучая систему Коперника и размышляя над числом планет, он приходит к выводу, что оно определяется числом платоновых тел. Конечно, если бы он знал об открытых в наше время сотнях малых планет, то мысль о подобном соотношении не пришла бы ему в голову; но тогда было известно лишь пять планет без спутников (Сатурн, Юпитер, Марс, Венера и Меркурий) плюс довольно проблематичное шестое тело – Земля.

Мысль о шести правильных телах в применении к числу планет казалась Кеплеру настолько правдоподобной, что он попытался на ее основе сформулировать закон, связывающий относительные расстояния от планет от Солнца, и опубликовал его в 1597 г. в книге «Введение к космографическим исследованиям или Космографическая тайна». Предполагаемый закон заключался в следующем. Представим себе сферу, радиус которой равен расстоянию Меркурия от Солнца, опишем вокруг этой первой сферы октаэдр, а вокруг этого октаэдра – вторую сферу; вокруг нее опишем икосаэдр, а вокруг него – третью сферу; продолжая таким образом описывать последовательно додэкаэдр и четвертую сферу, тетраэдр и пятую сферу и, наконец, куб и шестую сферу, мы найдем, что радиусы сфер от первой до шестой включительно будут определять относительные расстояния от Солнца до Меркурия, Венеры, Земли, Марса, Юпитера и Сатурна. Свою модель Кеплер изящно иллюстрировал (рис. 1.4.1). 

Это исследование Кеплера дает богатую пищу для размышления о роли и судьбе гипотезы в научном познании. Как мы видим, Кеплер не боялся формулировать самые экстравагантные, фантастические гипотезы, но затем он с необыкновенным терпением начинал выводить все возможные следствия из той или иной гипотезы, употребляя многие годы на наблюдения, вычисления и проверку исходных гипотез.

По словам выдающегося французского ученого Доминика Франсуа Араго (1786 – 1853 гг.), «без гипотез наука не может двигаться вперед – без них нельзя придумать ни одного опыта; но в обращении с гипотезами нужно быть добросовестным и допускать их в науку лишь после тщательной проверки. Кеплер всегда был верен этому правилу: от самых любимых своих гипотез он отказывался без всяких колебаний, если они не подтверждались наблюдением и вычислением».

В конце концов, Кеплеру пришлось признать ошибочность гипотезы о структуре солнечной системы. Ошибочность данной гипотезы, кстати, является красноречивым свидетельством того, что в науке прекрасное, с эстетической точки зрения, все же не всегда оказывается правильным. Глядя на рис. 1.4.1, отрицать эстетические достоинства ошибочной модели Кеплера невозможно.
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Рис. 1.4.1. Изображение «Солнечной системы» из книги Кеплера «Введение к космографическим исследованиям или Космографическая тайна».

Следует отметить что, несмотря на ошибочность конкретных деталей построения планетарной модели, которую он считал делом своей жизни, интуиция Кеплера не так уж сильно его подводила. Это может подтвердить следующая таблица, где приведены данные, характеризующие средние расстояния планет до Солнца. Если учесть наличие между Марсом и Юпитером пояса астероидов, который когда-то возник из-за разрушения одной из планет солнечной системы, то изменения средних расстояний от планет до Солнца неплохо описываются последовательностью Фибоначчи. Не является ли этот факт доказательством проницаемости ума Кеплера, нацелившего ученых на поиски Золотых пропорций во Вселенной?

В ходе более поздних астрономических исследований было установлено, что Золотое сечение является атрибутом формы многих космических объектов и структур.

Таблица. Средние расстояния от планет до Солнца.

	Планета
	Меркурий
	Венера
	Земля
	Марс
	Пояс астероидов
	Юпитер
	Сатурн

	Расстояние до Солнца (млн.км)
	57.9
	108.2
	149.6
	207-250
	
	778.3
	1426.98

	Нормированное расстояние
	1
	1.9
	2.6
	3.6-4.3
	
	13.4
	24.9

	Числа Фибоначчи
	1
	2
	3
	5
	8
	13
	21
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Рис. 1.4.2. Галактика «Водоворот».

На рис. 1.4.2 приведена фотография одной из красивейших галактик, получившей название «Водоворот». Можно утверждать, что ее красота во многом обусловлена близостью ее формы к форме Золотой спирали.
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Рис. 1.4.3. Кольца Сатурна.

Золотая пропорция определяет структуру и знаменитых колец Сатурна (рис. 1.4.3). Приведенные примеры не исчерпывают всех известных «космических проявлений» Золотого сечения, с которыми сталкиваются в своих исследованиях современные ученые.

1.4.2. Современные исследования

"Просите и дано будет вам; ищите и найдете; стучите и отворят вам".

(Евангелие от Матфея /7-7/)

Сложившиеся научные подходы к поиску новых явлений и их практическому применению часто опираются на разнообразные эвристические приемы. Среди этих приемов есть и такие, в основе которых лежат свойства Золотого сечения. Приведем некоторые примеры. 

Некоторые атмосферные и гидродинамические процессы на Земле очень часто оказываются тесно связанными с фазами и положением Луны.
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Рис. 1.4.4. Распределение ливней 

по лунным фазам. Красным и синим цветами обозначены две реализации.

При изучении корреляции этих явлений с лунными фазами были обнаружены проявления Золотого сечения. В этом отношении представляют интерес результаты работы американских метеорологов, которые исследовали 16 056 дождевых ливней, наблюдавшихся 1 544 метеостанциями США с 1900 по 1949 года. Они обнаружили, что во время циклов, от полнолуния до полнолуния и от новолуния до новолуния, «дождевые» максимумы и минимумы разделены временными интервалами, которые соотносятся друг с другом как основное (0,618) и дополнительное (0,382) значения Золотого сечения (рис. 1.4.4). Установленная закономерность указывает на то, что Золотое сечение может служить ориентиром при формировании прогнозов об изменении метеорологических и гидрологических характеристик.

Весьма примечательным примером из современной эпохи, когда ассоциации, связанные с Золотым сечением, могут служить эвристической основой при решении важной научно-технической задачи, является открытие фуллеренов и их структуры.

До недавнего времени было известно, что углерод образует три аллотропных формы: алмаз, графит и карбин. (Аллотропия, от греч. allos – иной, tropos – поворот, свойство, существование одного и того же элемента в виде различных по свойствам и строению структур.) Сейчас стала известна четвертая аллотропная форма углерода, так называемый фуллерен (многоатомные молекулы углерода Сn).
В 1985 году, коллективу ученых (Г. Крото (Англия, Сассекский университет), Р.Ф. Керл и Р.Е. Смолли (США, Университет Раиса)) удалось обнаружить молекулу фуллерена при проведении масс-спектроскопии паров графита после лазерного облучения твердого образца. В 1997 году указанные ученые получили Нобелевскую премию по химии за изучение молекул С60, имеющих форму усеченного икосаэдра.
В противоположность алмазу, графиту и карбину, фуллерен по существу является новой формой углерода. Молекула С60, имеющая размер около трети нанометра, содержит фрагменты с пятикратной симметрией (пентагоны). Поэтому следует признать, что молекула фуллерена представляет собой органическую молекулу, а кристалл, образованный такими молекулами (фуллерит) – молекулярный кристалл, который можно рассматривать в качестве связующего звена между органическим и неорганическим веществом.
На рис. 1.4.5 приведено расположение атомов углерода в кристаллической решетке графита, алмаза, а также в молекулах карбина и фуллерена C60.

[image: image284.jpg]


[image: image285.png]


[image: image286.png]


[image: image287.jpg]



а



 б


 в 


г

Рис. 1.4.5. а – графит, б – алмаз, в – карбин, г – фуллерен.

В нобелевских лекциях Г. Крото, Р.Ф. Керл и Р.Е. Смолли отметили, что в открытии структуры фуллерена С60  проявилась связь времен. Древнегреческие и средневековые исследования платоновых тел оказались связанными с современными представлениями о структуре сложных молекул.

Г. Крото в своей лекции привел фрагмент из диалога Платона «Тимей», в котором Платон обсуждает химические проблемы на языке четырех основных элементов (огонь, земля, вода и воздух), связывая их с четырьмя платоновыми телами (в то время пятое тело – додекаэдр, позже открытый Гиппархом – не было известно). По мнению Г. Крото Платон тем самым заложил методологическую основу для установления связи между формой молекул и их качественно новыми свойствами. В лекции Г. Крото обращено внимание на то, что история открытия фуллерена С60 не может быть правильно оценена без учета красоты формы этой молекулы, которая обусловлена ее невероятной симметрией. Свойственная столь элегантной молекуле определенная красота очаровала ученых и добавила энтузиазма молодым в их отношении к эстетике науки.

Фуллерены обладают необычными химическими и физическими свойствами. Так, при высоком давлении С60 становится твердым, как алмаз. Его молекулы образуют кристаллическую структуру, как бы состоящую из идеально гладких шаров, свободно вращающихся в гранецентрированной кубической решетке. Благодаря этому свойству C60 можно использовать в качестве твердой смазки. Фуллерены обладают также магнитными и проводящими свойствами.

Геометрические структуры, связанные с Золотым сечением, часто обнаруживаются при проведении разнообразных физических исследований, формируя целостную картину явления, объединяющую влияние различных факторов. В качестве примера можно привести исследование процессов перехода детерминированных систем к хаосу.

Один из таких процессов наблюдается при движении заряженной частицы в скрещенных полях: одно поле – переменное – принадлежит волновому пакету, другое – постоянное магнитное (волновой пакет представляет собой суперпозицию большого числа электромагнитных волн, двигающихся с различными фазовыми скоростями).

Если по оси абсцисс отложить величину компоненты скорости частицы по оси x, а по оси ординат – компоненты скорости по оси y, то при определенных параметрах частицы и полей фазовые портреты частицы в указанной системе координат, характеризующие случайное блуждание частицы, приобретают пентагональный вид. Один из возможных фазовых портретов показан на рис. 1.4.6. Несложно установить сходство приведенного портрета со звездным фракталом, показанным на рис. 1.1.8.
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Рис. 1.4.6. Фазовый портрет движения частицы.

Связанные с Золотым сечением геометрические образы стали ориентиром при интерпретации структуры квазикристаллов, которые были открыты в 1984 г. Расположение рефлексов – светлых пятен – на электронограммах и ренгенограммах квазикристаллов обладает осью симметрии 5-го порядка, что с математической точки зрения свидетельствует о существовании непериодического пространственного расположения атомов.

Это открытие стало сильным ударом по фундаментальным догмам кристаллографии, где долгое время господствовало утверждение, что кристаллы могут обладать лишь осями симметрии 2-го, 3-го, 4-го и 6-го порядка, но никак не 5-го, свойственного лишь живой материи. (15) Согласно другой догме, твердое вещество могло существовать только в двух формах: либо с регулярной периодической решеткой атомов в кристалле, либо в хаотическом беспорядке атомов аморфных тел, как, к примеру, в стекле. Открытие кристаллов с непериодической «квазисимметричной» структурой означает, что между аморфными телами и периодическими кристаллами имеется не четкое разграничение, как казалось долгое время, а плавный переход. Дальнейшие исследования показали, что в новом материале реализуется новый тип порядка, некристаллический и неаморфный. Поэтому данное вещество было названо квазикристаллом. 

Обычный кристалл представляет собой периодическую структуру из атомов или молекул. Структура элементарной ячейки большинства кристаллов основана на таких простых геометрических телах, как куб, тетраэдр и октаэдр. Структура большинства квазикристаллов связана с другими геометрическими телами – икосаэдром и додекаэдром. 

Хорошим двумерным аналогом квазикристалла может служить мозаика с непериодической структурой (предполагается, что атомы находятся в узловых точках). На рис. 1.4.7 приведена мозаика с непериодической геометрией, разработанная английским математиком Пенроузом за 10 лет до открытия квазикристаллов. Чтобы замостить всю плоскость без пустот и пересечений фигур, в мозаике Пенроуза требуются только две фигуры – два ромба (толстый и тонкий – помечены красным и зеленым цветами). Примечательно, что в мозаике отношение числа толстых ромбов (каждый из них состоит из двух Золотых треугольников) к числу тонких – равно коэффициенту Золотой пропорции 
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. На рис. 1.4.7 хорошо видны элементы с пентагональной геометрией (выделены жирными линиями).
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Рис.1.4.7. Структура мозаики Пенроуза.
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Рис. 1.4.8. Расположение атомов в квазикристалле соединения Pd – Al.
Представление о трехмерном расположении атомов в квазикристалле с пентагональной симметрией дает рис. 1.4.8, где показана структура соединения Pd – Al. Несложно убедиться, что она подчинена геометрии додекаэдра (его контуры показаны белой линией). (16) 
В некоторых разделах физики и математики используется представление об одномерных квазикристаллах: апериодической цепочке атомов, состоящей из короткого S и длинного L отрезков (рис. 1.4.9). Отношение длинных отрезков к коротким равно коэффициенту Золотого сечения 
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. Цепочки со все большей и большей длиной последовательно генерируются заменой 
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Рис. 1.4.9. Структура одномерного квазикристалла.
Квазикристаллы, как правило, представляют собой сплавы металлических элементов. Но физические свойства квазикристаллов отличаются от свойств других металлических систем. Электросопротивление металлов увеличивается при возрастании температуры, концентрации примесей, структурных дефектов. Квазикристаллы не изоляторы и не полупроводники, но в отличие от металлов их электросопротивление при низких температурах аномально велико, уменьшается с ростом температуры и возрастает по мере увеличения структурного порядка и отжига дефектов (длительный нагрев, устраняющий дефекты). Интересны упругие и пластические свойства квазикристаллов. Упругие модули квазикристаллов меньше по величине, чем модули близкие по составу кристаллических фаз. По упругим свойствам квазикристаллы гораздо ближе к аморфным металлам, чем к кристаллам.

В настоящее время открыто более 200 квазикристаллических сплавов, свойства которых активно исследуются. Эти объекты пока не нашли широкого практического применения, но их изучение расширяет наши представления о строении вещества. Вопрос о квазикристаллическом состоянии не ограничивается физикой твердого тела. Симметричные свойства квазикристаллов обладают универсальностью. Это означает, что если какой-либо способ упаковки ячеек некоторой формы найден в твердом теле, то такой же способ упаковки «жидких ячеек» может быть обнаружен в гидродинамических течениях, в структуре фазовой плоскости динамической системы и т.д. Поэтому в изучение квазикристаллов вовлечены физики, математики, кристаллографы и материаловеды.

Результаты исследований квазикристаллов и фуллеренов разрушили традиционное представление о непреодолимом водоразделе между миром минералов, в котором «пентагональная» симметрия была запрещена, и миром живой природы, где пентагональная симметрия является одной из наиболее распространенных. Они подтвердили также эвристическую ценность представлений, связанных с феноменом Золотого сечения.

Следует отметить, что успешная реализация концепции Золотого сечения при интерпретации структуры квазикристаллов с осью симметрии пятого порядка поставила вопрос о возможности существования квазикристаллов с иным, ранее запрещенным типом симметрии. При этом возникло предположение, что структура такого рода квазикристаллов должна быть связана с одним из вариантов Металлического сечения. Так и получилось. В 1988 г. были открыты квазикристаллы с осью симметрии восьмого порядка, решетка которых оказалась связанной с Серебряным сечением (см. раздел 1.1.4). (17)  ?

[image: image296.png]108°

0.1




Рис. 1.4.10. Структура молекулы воды. Расстояние между ядрами атомов водорода H+ и атомом кислорода O составляет 0,1 нм.

Завершая обсуждение проблемы о связи Золотого сечения со структурой вещества, отметим, что не только такие, довольно экзотические, материальные образования, как фуллерены и квазикристаллы обладают Золотыми пропорциями. Золотые пропорции несложно обнаружить в молекуле такого распространенного на Земле вещества, каким является вода. Важность этому факту придает то, что вода играет чрезвычайно важную роль в процессах, протекающих в живой и неживой природе. Структура молекулы воды приведена на рис. 1.4.10. Молекула 
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 воды имеет симметричную V-образную форму, так как два небольших атома водорода располагаются с одной стороны от сравнительно крупного атома кислорода. Это сильно отличает молекулу воды от линейных молекул, например 
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 в которой все атомы располагаются цепочкой. Путем сравнения рис. 1.1.3 и рис. 1.4.10 не представляет труда убедиться, что структура молекулы воды полностью соответствует Золотому треугольнику. Такая форма воды стимулирует ученых к более детальному изучению механизма взаимодействия атомов в молекуле воды.

Принцип Золотого сечения позволяет обнаружить и новые эффекты в физике фундаментальных взаимодействий. Поскольку подробный анализ этих примеров требует от читателя специальной углубленной подготовки в области теоретической физики, мы ограничимся лишь конспективным изложением одного из примеров. Он отражает результаты исследований профессора кафедры теоретической физики физического факультета МГУ Владимирова Ю.С. в области бинарной геометрофизики. В этом разделе теоретической физики для характеристики зарядов кварков используются величины 
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 (для нижних кварков), выражающиеся через угол Вайнберга 
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 с помощью следующих соотношений (18):
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где B – константа.

Бинарная геометрофизика позволяет установить связь между указанными величинами и электрическими зарядами верхних и нижних кварков 
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Учитывая, что 
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, из соотношений (1) и (2) может быть определен угол Вайнберга. Оценки показывают, что он близок к величине 
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. Ориентируясь на эту величину, легко убедиться в справедливости соотношений
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относящихся соответственно к нижним и верхним кваркам. То, что в соотношения (3) и (4) вошли коэффициенты Золотого сечения 
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 и 
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, свидетельствует о наличии Золотых пропорций в количественных характеристиках фундаментальных взаимодействий.
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Рис. 1.4.11. Основная модель Эллиотта.

Методы анализа, реализующие принцип Золотого сечения, доказали свою эффективность не только в естественных науках, но и в других областях знания и человеческой деятельности. Так, с Золотым сечением и числами Фибоначчи оказалась связанной удивительная закономерность, обнаруженная в 30-е годы американским экономистом Ральфом Эллиоттом при исследовании колебаний цен на фондовом рынке. Эта закономерность называется «Волновым принципом Эллиотта». Суть открытия Эллиотта состоит в следующем. В рыночных процессах колебания стоимости акций, отражающие изменение конъюнктуры, представляют собой последовательность волн (рис. 1.4.11). Волны 1, 3 и 5 на рис. 1.4.11 соответствуют целенаправленному росту курсов акций. Волны 2 и 4 соответствуют контрнаправленным прерываниям. Как только завершается рост, состоящий из 5 волн, начинаются 3 волны коррекции A, B, C. После чего 8-волновая структура движения курса акций может сформироваться заново.

Эллиотт подчеркивал, что его модель основывается на числах Фибоначчи 5 и 3!
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Рис.1.4.12. Расположение подволн

в волновой модели Эллиотта.

Волновая теория Эллиотта допускает, что каждая из волн, показанных на рис. 1.4.11, может состоять из нескольких подволн (см. рис. 1.4.12). Однако общая структура этих подволн должна соответствовать общей 8-волновой модели Эллиотта. Возможны также последующие разбиения каждой из подволн. Это означает, что можно говорить о наличии фрактальных свойств в модели Эллиотта.

Расчет уровней откатов и отскоков – достаточно простое занятие, что делает этот анализ привлекательным. Кроме того, откаты и отскоки действуют как на главных трендах, так и на вторичных и краткосрочных. Таким образом, их можно наблюдать на недельных и часовых графиках.

Практика использования модели Эллиотта в биржевых операциях показала, что ее связь с числами Фибоначчи и Золотым сечением оказывается более глубокой. Так, было установлено, что минимальным ориентиром вершины волны 3 будет точка, координаты которой получают, умножая длину волны 1 на 1,618 и прибавляя произведение к показателю основания волны 2, то есть к значению, соответствующему самой нижней ее точке. Верхняя точка волны 5 может быть установлена путем умножения длины волны 1 на 3,236 (это 
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). Полученное произведение следует прибавить к значению вершины волны 1. Соответственно, мы получим максимальный или минимальный ориентир.

Итак, приведенные в данном разделе примеры свидетельствуют о том, что представления, связанные с Золотым сечением, составляют основу целого ряда методов решения проблем, возникающих в самых разных областях человеческой деятельности.

2. ЗОЛОТОЕ СЕЧЕНИЕ В ОПТИКЕ
В первой части пособия мы познакомились с математическими свойствами Золотого сечения, разнообразными его проявлениями в живой и неживой природе и некоторыми эвристическими возможностями его использования в научных исследованиях. Однако приведенный материал оставил открытым два вопроса. Один из них относится к использованию принципа Золотого сечения при создании новых приборов и устройств, другой – к интерпретации и объяснению уникальных свойств Золотого сечения, с точки зрения представлений современной науки. Во второй части пособия мы рассмотрим эти вопросы применительно к решению некоторых задач физической оптики.

2.1. Дифракционные решетки Фибоначчи

"...Наглядность, говоря обыденным языком, в один день научает нас с большей легкостью и прочностью тому, чему не могут научить правила, повторяемые хотя бы тысячу раз, так как собственное наблюдение... идет здесь рука об руку с теоретическим определением".

(Галилей)

2.1.1. Принцип построения

Известно, что многие оптические элементы обладают периодической структурой. Среди них широкое распространение получили такие устройства, как дифракционные решетки и многослойные системы. В некоторых случаях для того, чтобы целенаправленно повлиять на характеристики решеток и многослойных систем специальным образом вносятся локальные возмущения в их геометрию, нарушающие их периодичность. В последнее время были разработаны схемы, в которых используется принципиально иное – апериодическое – чередование отдельных элементов в названных устройствах. В частности, по определенному апериодическому закону могут чередоваться широкие и узкие щели в дифракционных решетках или слои с высоким и малым показателем преломления в многослойных оптических системах.

С точки зрения постановочной части данного пособия, существенным является то, что базовая схема апериодических устройств непосредственно связана с последовательностью Фибоначчи и, стало быть, с Золотым сечением. Эта схема может быть реализована с использованием представления об одномерном квазикристалле (см. рис. 1.4.9). Положение атомов в цепочке такого квазикристалла описывается выражением
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Здесь 
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 – координата n-го атома; l – масштабный множитель; 
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 – коэффициент Золотого сечения.

График на рис. 2.1.1, построенный с помощью формулы (1), показывает, как меняется величина
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характеризующая относительное расстояние между атомами в квазикристалле.

[image: image327.png]



Рис. 2.1.1. Изменение расстояний между атомами в квазикристалле.

Из рисунка видно, что нормированные расстояния между соседними атомами равняются либо единице, либо коэффициенту Золотого сечения. Закономерность, определяющую чередование больших и малых расстояний между атомами, можно использовать для построения апериодической последовательности оптических элементов. Пусть оптическая система состоит из чередующихся элементов двух типов A и B. Тогда, поставив в соответствие большей величине 
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 элемент A, а меньшей величине 
[image: image329.wmf]n

s

 – элемент B, получим апериодическую последовательность
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Увеличение числа элементов в последовательности может быть осуществлено применением правил 
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Важное свойство последовательности 
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 состоит в том, что отношение числа элементов A к числу элементов B по мере увеличения числа членов последовательности стремится к коэффициенту Золотого сечения 
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. Это иллюстрирует следующая таблица.

Таблица. Зависимость отношения числа элементов А к числу элементов В 

от общего числа элементов.

	Число элементов
	1
	1
	2
	3
	5
	8
	13
	21
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Отметим, что зависимость 
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 и апериодическая последовательность элементов A и B обладают самоподобными признаками. Чтобы в этом убедиться, обратим внимание на то, что индексы больших величин 
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 (и соответственно порядковые номера элементов A) задаются выражением
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а индексы меньших значений 
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 (соответственно порядковые номера элементов B) – выражением
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Здесь под обозначением 
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 понимается наибольшее целое число, не превосходящее 
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. Это указывает на то, что самоподобие рассматриваемых математических структур характеризуется коэффициентом самоподобия, равным 
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Процедуру построения последовательности 
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 принято также осуществлять путем объединения блоков элементов, определяющих различные структурные уровни 
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Рассмотренный выше принцип построения апериодической последовательности элементов был положен в основу создания так называемых дифракционных решеток Фибоначчи. Они могут быть двух типов: амплитудные и фазовые. Так, в амплитудных решетках Фибоначчи по апериодическому закону может изменяться ширина щелей, ширина непрозрачных зон или величина «периодов». В случае фазовых решеток апериодическая последовательность характеризует изменение высоты штрихов. Примеры амплитудной и фазовой решеток Фибоначчи приведены на рис. 2.1.2.
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Рис. 2.1.2. Структура дифракционных решеток Фибоначчи. a - амплитудная решетка, б - фазовая решетка.
Изображенная на рис. 2.1.2,a амплитудная решетка имеет одинаковые непрозрачные зоны размера a и различающиеся по ширине щели, размеры которых равны 
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[image: image378.wmf]определяет положение центров щелей). Решетка, схема которой изображена на рис. 2.1.2,б, относится к классу фазовых пропускательных решеток. Эквидистантные штрихи на этой решетке имеют высоты, также равные 
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. Указанная параметризация решеток означает, что чередование щелей и штрихов с разными размерами происходит в соответствии с апериодической последовательностью (3).

Тем самым, решетки Фибоначчи, как и структура последовательности (3), сочетает свойства самоподобия и Золотого сечения. Это приводит к принципиальному отличию решеток Фибоначчи от классических периодических решеток.

2.1.2. Структура поля дифракции

Для расчета поля дифракции световых волн, прошедших амплитудные решетки Фибоначчи, воспользуемся методом суммирования световых пучков, распространяющихся от отдельных элементов решетки. Каждый из этих элементов имеет форму щели. Учитывая, что спектр пространственных частот поля дифракции световой волны на щели задается формулой 
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где d – ширина щели, k – пространственная частота, можно с использованием теоремы смещения получить для амплитуды поля дифракции волны на амплитудной решетке в дальней зоне следующее выражение:
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Здесь N – число щелей в решетке, 
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, определяющая положение n-ой щели, равна 
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Для фазовой решетки распределение амплитуды поля в дальней зоне будет определяться выражением
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Выражение (9) содержит в отличие от формулы (8) две суммы. Первая сумма характеризует компоненту поля в дальней зоне, обусловленную наложением пучков, прошедших выступающие штрихи. Вторая – компоненту, связанную с суммированием амплитуд пучков, прошедших через «впадины» решетки. Параметр 
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 для фазовой решетки равен 
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 (предполагается, что ширины выступающих штрихов и впадин одинаковы и равны [image: image389.wmf]0

d

).

На рис. 2.1.3,a приведено рассчитанное с помощью выражения (8) распределение амплитуды поля волны, дифрагировавшей на амплитудной решетке. Считалось, что ширины щелей значительно уступают размерам непрозрачных зон a. Количество щелей принималось равным 
[image: image390.wmf]500
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. На рис. 2.1.3,б для сравнения показана картина дифракции света на регулярной (периодической) решетке. Она рассчитана по формуле (8) в предположении, что размеры непрозрачных зон по-прежнему равны a, а размеры щелей одинаковы и равны средним размерам щелей решетки Фибоначчи. При указанных параметрах положение главных дифракционных максимумов у регулярной решетки и решетки Фибоначчи совпадают. Заметим, что аналогичный результат получается, если воспользоваться известной формулой для поля дифракции на регулярной решетке
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где d – ширина щелей.
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Рис. 2.1.3. Картина дифракции на амплитудной решетке.

a – решетка Фибоначчи, б – регулярная решетка (рисунки ограничены по вертикали, величина главных максимумов A, B, C равна 1).

Результат расчета по формуле (9) дифракционной картины для фазовой решетки Фибоначчи с 
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 представлен на рис. 2.1.4,а. На рис. 2.1.4,б для того же числа штрихов для сравнения приведена картина дифракции на фазовой регулярной решетке. Отличие последней от решетки Фибоначчи состоит в одинаковой высоте выступающих штрихов, равной 
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. При расчете распределения на рис. 2.1.4,б в выражении (9) полагалось, что 
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Рис. 2.1.4. Картина дифракции на фазовой решетке. a – решетка Фибоначчи, 

б – регулярная решетка (рисунки ограничены по вертикали, у решетки Фибоначчи и регулярной решетки величина главных максимумов A и C равна 1, главный максимум B решетки Фибоначчи имеет величину, равную 0.55).

Анализ графиков на рис. 2.1.3 и рис. 2.1.4 показывает, что основное отличие решеток Фибоначчи от обычно применяемых регулярных решеток состоит в наличии системы дополнительных пиков, положение которых соответствует принципу Золотого сечения. Так, дополнительные максимумы 
[image: image398.wmf]D

 и 
[image: image399.wmf]E

, показанные на рис. 2.1.3,а и рис. 2.1.4,а,  делят в соответствии с Золотым сечением расстояние между главными максимумами A и B. Дополнительные максимумы 
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 и 
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 находятся в точках Золотого сечения между максимумами 
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 и 
[image: image403.wmf]E

 и т.д. Практически любому дополнительному дифракционному пику можно поставить в соответствие интервал между другими пиками, по отношению к которому он находится в точке Золотого сечения. Тем самым можно утверждать, что положение пиков в поле дифракции обладает самоподобием, с коэффициентом самоподобия 
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, равным величине 
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. Дополнительное самоподобие картинам дифракции придает схожесть их отдельных фрагментов. Это проявляется в том, что структура дифракционных максимумов в интервале 
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 подобна структуре максимумов в интервалах 
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 и 
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. Отношение этих интервалов r в отличие от коэффициента самоподобия будем в дальнейшем называть параметром подобия. Для рассматриваемого случая он оказывается равным 
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Следует обратить внимание на тот факт, что дробление самоподобных фрагментов может происходить до бесконечности при соответствующем увеличении числа щелей. Это иллюстрирует приведенная на рис. 2.1.3,а (см. вставку) рассчитанная для 
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 дифракционная картина на интервале равному расстоянию между пиками 
[image: image411.wmf]F

 и 
[image: image412.wmf]G

. Из нее следует, что при увеличении числа щелей структурированность рассматриваемого интервала возрастает. Это проявляется в появлении новых дополнительных пиков с прежней конфигурацией.

Такое расположение максимумов обладает высокой степенью устойчивости. Выполненные расчеты полей дифракции на дифракционной решетке Фибоначчи с другими размерами и конфигурацией отдельных элементов показали, что и для них сохраняется указанная выше закономерность расположения дифракционных пиков при условии выполнения принципа Фибоначчи для чередования двух типов элементов решеток. При этом не имело значения, соответствовало ли отношение минимальных и максимальных размеров элементов коэффициенту Золотого сечения 
[image: image413.wmf]F

 или нет.

Несложно показать, что базисной конфигурацией для получающихся в результате расчетов картин дифракции является структура, графически представляющая преобразование Фурье от цепочки атомов одномерного квазикристалла (1). Это преобразование задается следующим выражением:
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Здесь N – число атомов. Графически зависимость (11) для 
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 представлена на рис. 2.1.5.

Для более удобного сопоставления на рис. 2.1.5 пики, аналогичные выделенным на рис. 2.1.3,а и рис. 2.1.4,а, помечены с помощью тех же обозначений.
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Рис. 2.1.5. Фурье-образ одномерного квазикристалла.

Несложно убедиться в том, что положение пиков 
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, 
[image: image418.wmf]E

, 
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, 
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 (как и других дополнительных пиков) подчиняется единой закономерности, непосредственно связанной с Золотым сечением. Все случаи, показанные на рис. 2.1.3 – 2.1.5, характеризуются одними и теми же величинами 
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Следует отметить, что при неизменном положении дополнительных пиков, их величина относительно главных максимумов может значительно изменяться при вариации параметров элементов решетки. На рис. 2.1.6 показана центральная область распределения амплитуды поля в дальней зоне дифракции амплитудной решетки, у которой меняются по закону Фибоначчи щели и непрозрачные зоны (при их постоянной сумме). Считалось, что 
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Рис. 2.1.6. Дифракционная картина, соответствующая модифицированной 

амплитудной решетке.

Как видно из рисунка, значительная часть дополнительных пиков, которые по-прежнему находятся в точках Золотого сечения, имеют величину, сопоставимую с величиной главных максимумов (
[image: image428.wmf]A

, 
[image: image429.wmf]B

, 
[image: image430.wmf]C

…). (19)
В случае фазовой решетки Фибоначчи на величину дополнительных максимумов значительное влияние оказывает величина параметра p. На рис. 2.1.7 приведены графики распределения амплитуды  поля дифракции на фазовой решетке Фибоначчи и ее регулярной модификации для величины 
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. Для указанного значения p величина дополнительных пиков значительно превосходит величину соответствующих пиков, показанных на рис. 2.1.4,а. Сравнение графиков на рис. 2.1.4 и рис. 2.1.7 выявляет еще одну особенность: если в картине дифракции регулярной решетки при 
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 исчезает центральный пик, то в случае решетки Фибоначчи наблюдается лишь некоторое его изменение.
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Рис. 2.1.7. Картина дифракции на фазовой решетке (p=().

a – решетка Фибоначчи, б – регулярная решетка (рисунки ограничены по вертикали, у решетки Фибоначчи и регулярной решетки величина главных максимумов A и C равна 1, главный максимум B имеет величину, равную 0,82).

Важным в практическом отношении является вопрос о соотношении ширин дифракционных пиков, получающихся при использовании решеток Фибоначчи и соответствующих им регулярных решеток. Рассмотрим его на примере амплитудной решетки Фибоначчи с параметрами 
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. Параметры используемой для сравнения регулярной решетки выбирались, исходя из того, чтобы при одинаковом с решеткой Фибоначчи числом щелей и том же самом размере непрозрачных зон ее одинаковые по ширине щели имели ту же самую суммарную площадь, что и суммарная площадь щелей решетки Фибоначчи.
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Рис. 2.1.8. Форма и размеры дифракционных пиков решетки Фибоначчи.

a – центральный пик, б – дополнительный пик.

Расчеты показывают, что ширина дифракционных пиков решетки Фибоначчи, как главных, так и дополнительных, совпадает с шириной пиков регулярной решетки сравнения. На рис. 2.1.8 сопоставлены форма и размеры центрального дифракционного пика и произвольным образом выбранного дополнительного пика решетки Фибоначчи. Видно, что их форма и ширина полностью совпадают. Аналогичные расчеты, проведенные для фазовых решеток Фибоначчи, показали, что ширина их пиков не имеет заметных отличий от ширины пиков регулярной решетки с надлежащим образом выбранными параметрами. Следовательно, можно сделать общий вывод, что решетки Фибоначчи характеризуются той же самой разрешающей способностью, что и обычные регулярные решетки.
До сих пор дифракция световой волны на решетках Фибоначчи рассматривалась применительно к дальней зоне. Однако характерные для решеток Фибоначчи особенности распределения амплитуды световых колебаний в поле дифракции устойчиво проявляются и при изменении в широких пределах расстояния z от решетки до плоскости, в которой рассматривается картина дифракции. Формирующиеся уже на расстояниях 
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 от решетки размера L дифракционные максимумы, хотя и обладают значительной шириной, расположены в точках Золотого сечения, то есть соответствуют принципу расположения максимумов в дальней зоне. В этом можно убедиться, анализируя ход графиков на рис. 2.1.9, которые определяют структуру поля дифракции на амплитудной решетке Фибоначчи с бесконечно узкими щелями. Эти графики рассчитывались по формуле
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Стоящее под знаком суммы выражение определяет координатную часть выражения для амплитуды элементарной цилиндрической волны, распространяющейся от щели с координатой [image: image442.wmf]n

x

. Считалось, что число щелей 
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 (20). На рис. 2.1.9 размеры решетки соответствуют области изменения поперечной координаты [image: image445.wmf]x

 от 0 до 110. Буквенные обозначения пиков аналогичны используемым на рис. 2.1.3 – 2.1.7.
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Рис. 2.1.9. Структура поля дифракции на разных расстояниях от решетки:

z = 10 250 (а); z = 25 000 (б); z =50 000 (в); z =100 000 (г); z =200 000 (д).
2.1.3. Устойчивость к возмущениям

Представляет интерес вопрос об устойчивости картин дифракции света на решетках Фибоначчи к различным случайным возмущениям их структуры. Воспользуемся двумя вариантами рандомизации характеристик решеток. При первом – производится случайное «перемешивание» положения определенной части образующих элементов решетки (например, щелей амплитудной решетки); при другом – осуществляется смещение в некотором диапазоне по случайному закону каждого из элементов решетки. Расчеты показывают, что структура поля дифракции обладает высокой степенью устойчивости к возмущениям. Даже в тех случаях, когда высота дифракционных пиков с усилением рандомизации оказывалась сопоставима с уровнем шумов, их положение практически не изменялось. Сказанное иллюстрирует рис. 2.1.10, на котором приведена картина дифракции света на амплитудной решетке, когда рандомизировано положение половины щелей решетки (a) и когда щели решетки смещены по случайному закону (б).
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Рис. 2.1.10. Картина поля дифракции света на амплитудной решетке. а – при рандомизации половины щелей, б – при случайном смещении каждой щели.
В обоих случаях считалось, что ширина щелей много меньше расстояния между ними. Сравнивая рис. 2.1.3,а и рис. 2.1.10, легко установить, что рандомизация, хотя и уменьшает дополнительные пики, не сказывается заметным образом на их положении.

Устойчивость дифракционной к случайным возмущениям характеризует также график на рис. 2.1.11. Он определяет зависимость корреляции 
[image: image448.wmf]Ñ

 между дифракционными пиками рандомизированной и нерандомизированной амплитудных решеток в зависимости от степени возмущения 
[image: image449.wmf]g

, отношения рандомизированной площади ко всей площади решетки. При этом рандомизация означает случайное «перемешивание» положения определенной части образующих элементов решетки.
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Рис. 2.1.11. Корреляция между дифракционными пиками рандомизированной и нерандомизированной решеток в зависимости от степени рандомизации.

Ход приведенной на рисунке кривой свидетельствует о достаточно высокой степени устойчивости дифракционной картины к случайным возмущениям структуры решетки.

2.2. Многослойные системы Фибоначчи


"Sic aliud ex alio nunquam desitet oriri".    «Так, иное из иного никогда не   перестает происходить».




(Тит Лукреций Карр) 


  De rerum natura, III, 970; I, 1117

2.2.1. Особенности структуры

В физике давно уделяется большое внимание изучению многослойных систем. В оптике такие системы чаще всего изучаются с точки зрения их применения в многослойных отражающих покрытиях и узкополосных интерференционных фильтрах. Зачастую оптические многослойные системы представляют собой системы с регулярным чередованием слоев с разным показателем преломления. Однако иногда находят применение и системы с апериодическим чередованием слоев, реализующим, в частности, принцип Фибоначчи (многослойные системы Фибоначчи).

Такую систему несложно построить, используя свойства апериодической последовательности 
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, задаваемой выражениями (2.1.3) и (2.1.4). Для этого нужно каждому элементу последовательности поставить в соответствие слой с определенным показателем преломления. Например, элементу 
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 - слой с наибольшим показателем преломления 
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 - слой с наименьшим показателем преломления 
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2.2.2. Расчетная схема
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Рис. 2.2.1. Прохождение излучения через многослойную систему.
Стрелки указывают направления распространения волн, распространяющихся в прямом и обратном направлениях.

Рассмотрим многослойную систему Фибоначчи, состоящую из 
[image: image457.wmf]1
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 слоев. Ее схема приведена на рис. 2.2.1. Индексы при значениях показателей преломления 
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 и толщины слоев 
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 характеризуют порядковый номер слоя. Считается, что на систему падает плоская волна, при этом показатели преломления сред на входе в систему и на выходе равны соответственно 
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 и 
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.
Чередование значений показателей преломления 
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 сопряжено в многослойной системе с чередованием толщины 
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 слоев в соответствии с формулой
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где 
[image: image465.wmf]l

 - длина волны излучения, 
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 - величина фазовых набегов в слоях. 

Вычисления базировались на известных из теории многослойных систем соотношениях, связывающих напряженности поля прямой 
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 волн с фазовым набегом 
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 (знак «–» при нижних индексах означает, что напряженности определяются справа от границы раздела слоев; напряженности с верхними индексами t и r относятся к волнам, распространяющихся соответственно в прямом и обратном направлениях):
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Опираясь на приведенные выражения, несложно установить связь между напряженностями поля на выходе и на входе в систему. Проще всего это сделать, предположив, что на выходе формируется волна единичной амплитуды. В этом случае
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По найденному из этого уравнения значению 
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 определяется величина коэффициента пропускания по мощности 
[image: image477.wmf]T




[image: image478.wmf]2

)

(

0

1

t

E

T

-

=

. 
(2.2.5)

Коэффициент отражения 
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 легко определить из соотношения 
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2.2.3. Оптические характеристики

Вышеприведенная расчетная схема позволяет определить зависимости коэффициентов пропускания многослойной системы от величины фазовых набегов в слоях для различного числа слоев. Расчеты таких спектров пропускания были проведены как для периодических, так и для апериодических многослойных систем. Изменение фазовых набегов задавалось выражением
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где 
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 – шаг дискретизации, 
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 – число значащих точек (на практике изменение фазовых набегов в слоях многослойной системы обычно достигается изменением длины волны падающего излучения.). При построении нижеприведенных графиков полагалось, что 
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. Фазовые набеги в отдельных слоях считались одинаковыми. Вся область изменения 
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 соответствовала изменению фазовых набегов в слое от 
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 до 
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. Результаты расчетов иллюстрирует рис. 2.2.2, где показано для разного числа слоев поведение коэффициента пропускания по мощности 
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 многослойной системы Фибоначчи. Здесь же для сравнения приведены соответствующие зависимости для периодической системы. 
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Рис. 2.2.2. Зависимость коэффициентов пропускания регулярной (пунктир) и апериодической (непрерывная линия) многослойной системы от фазовых набегов в отдельном слое для разного количества слоев. a – 1 слой, б – 6 слоев, в – 55 слоев, г – 144 слоя. Фазовые набеги определяются путем умножения m на величину 0,000125 рад. 

Из сравнения приведенных графиков видно, что поведение коэффициентов пропускания периодической системы принципиальным образом отличается от аналогичных зависимостей для системы Фибоначчи. Если увеличение числа слоев в случае периодической системы, приводит в области фазовых набегов, равных 
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) к постепенному формированию зоны прямоугольной формы с практически нулевым пропусканием и многочисленными боковыми максимумами, то в апериодической системе поведение коэффициента пропускания оказывается более сложным. Это проявляется прежде всего в том, что по мере увеличения числа слоев растет количество зон с близким к нулю пропусканием и количество четко выраженных пиков в центральной области графиков. При этом целая система пиков формируется в области, где периодическая система практически не пропускает свет. Важным свойством рассматриваемых графиков является их самоподобие.

Причем самоподобие проявляется не только в пределах отдельно взятого спектра, но и при сравнении пропусканий систем с различным числом слоев.

Первый тип фрактальности характеризует рис. 2.2.3. На рис. 2.2.3,а приведена кривая пропускания многослойной системы, насчитывающей 233 слоя (что соответствует структурному блоку 
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 последовательности 
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), а на рис. 2.2.3,б – та же кривая изображена, будучи растянутой по оси абсцисс в 4,9 раза. Хорошо видно, что растянутая кривая подобна изначальной.
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Рис. 2.2.3. Графики зависимости коэффициента пропускания от величины фазовых набегов. a – изначальный, б – растянутый; p = 4,9. Диапазон изменения m соответствует изменению фазовых набегов от π / 2 до π.
Для количественной характеристики этого подобия можно использовать коэффициент корреляции С между показанной на рис. 2.2.3,а кривой и кривыми, растянутыми в p раз. Этот коэффициент определяется выражением
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где 
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 – коэффициент пропускания; 
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 – обрабатываемая область изменения m; 
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 – средние значения коэффициентов пропускания, определяемые, соответственно, из начального и растянутого графиков зависимостей 
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Зависимость 
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 графически представлена на рис. 2.2.4 для различных рабочих областей. Хорошо видно, что приведенные кривые достигают максимума вблизи 
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 фактически задает и величину параметра подобия зависимости 
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Рис. 2.2.4. Зависимость коэффициента корреляции С от параметра p для рабочих областей (m = 0…9000 – непрерывная кривая), (m = 0…7000 – пунктир), 

(m = 0…11000 – штрих-пунктир).

Максимальное значение коэффициента корреляции составляет 
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. Отметим, что чрезмерное увеличение рабочей области ухудшает корреляцию.

Второй тип самоподобия обусловлен схожестью спектров пропускания многослойных систем, которые имеют структурные блоки 
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. На рис. 2.2.5 показаны спектры пропускания, относящиеся соответственно к блокам 
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Рис. 2.2.5. Спектры пропускания многослойной системы. а – S6; б – S12.
На рис. 2.2.6 центральные области этих спектров изображены в увеличенном виде. Поведение графиков в этих областях является подобным.
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Рис. 2.2.6. Центральные области спектров пропускания многослойной системы.
а – S6; б – S12.

Более подробный анализ показывает, что подобие спектров пропускания имеет место, если сравниваются системы с уровнями генерации 
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Схожий характер поведения приведенных участков зависимостей позволяет оценить параметр подобия 
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. Для этого нужно определить отношение ширины областей с подобным поведением коэффициента пропускания. Воспользовавшись зависимостями на рис. 2.2.6 несложно определить, что для рассматриваемого случая параметр подобия равен 
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Важная особенность спектров пропускания состоит в том, что характерное для них самоподобие сочетается с присутствующими в них Золотыми пропорциями. Для удобства восприятия этих пропорций на рис. 2.2.6 соответствующие интервалы помечены стрелками. Отношение длин стрелок, лежащих на одной линии, равно коэффициенту Золотого сечения.

Рассмотрим теперь зависимость коэффициента пропускания многослойной системы Фибоначчи от числа слоев (по-прежнему считается, что показатели преломления в слоях принимают значения 1,24 и 2). Графически она представлена на рис. 2.2.7,a. В отличие от ранее рассмотренной зависимости T(m) зависимость T(n) характеризуется, как хорошо видно из рис. 2.2.7,a, наличием Золотых пропорций. Примечательно, что точки Золотых сечений совпадают с положением ряда хорошо выраженных минимумов (на графике, характеризующем зависимость коэффициента отражения от числа слоев точки Золотого сечения, будут совпадать с максимумами). Для удобства восприятия деление в соответствие с Золотым сечением ряда интервалов между минимумами на графике изображено стрелками. Отношение длин стрелок, лежащих на одной линии, равно коэффициенту Золотого сечения. Расположение стрелок позволяет утверждать, что положение минимумов обладает самоподобием, характеризующимся коэффициентом самоподобия 
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График 
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 обнаруживает и другой тип самоподобия, обусловленного схожестью отдельных фрагментов графиков. Его можно обнаружить, если сравнить графики зависимостей 
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 (рис. 2.2.7,б). Коэффициент корреляции между ними принимает достаточно большое значение: 
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 совпадает с величиной параметра подобия 
[image: image536.wmf]r

. Примечательным является совпадение параметров подобия зависимости 
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 и картины дифракции света на решетке Фибоначчи.
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Рис. 2.2.7. Графики зависимости коэффициента пропускания T от числа слоев в многослойной системе n. а – изначальный график; б – его растянутая модификация.

Наконец, укажем еще на одну характеристику многослойной системы Фибоначчи, обладающую самоподобием. Она относится к распределению интенсивности света по слоям системы, показанному на рис. 2.2.8.
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Рис. 2.2.8. Распределение интенсивности света по слоям системы. I(j) – интенсивность в (сплошной массив), j – номер слоя. Тонкая линия - растянутый график. 

Изображенные на этом рисунке стрелки, также как и ранее, характеризуют присутствующие Золотые пропорции. Анализ расположения стрелок, а также сравнение графика 
[image: image540.wmf])

(

j

I

 с его растянутой модификацией показывают, что самоподобие графика характеризуется величинами 
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. Это указывает на совпадение характеристик, определяющих самоподобие зависимостей 
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 и распределения амплитуды светового поля в картине дифракции на решетке Фибоначчи. Обращает на себя внимание и то, что даже внешне распределение по слоям многослойной системы имеет тот же вид, что и распределение поля световой волны, дифрагировашей на решетке Фибоначчи (сравни рис. 2.2.8 и рис. 2.1.3,а).

Таким образом, исходя из результатов выполненных исследований оптических свойств систем Фибоначчи, как решеток, так и многослойных покрытий, можно сделать важный вывод о том, что самоподобная структура этих систем сопряжена с самоподобием их оптических характеристик  в некоторых случаях сочетающемся с проявлением Золотых пропорций. Следует, однако, отметить, что ученым известны и другие достаточно многочисленные примеры, когда прохождение излучения через самоподобные объекты порождает световые поля с самоподобной структурой (22). В то же время следует сознавать, что эффекты самоподобия в оптических элементах Фибоначчи обладают определенной спецификой, а их описание значительно расширяет известные представления об исследуемом круге явлений. Так, существенная особенность многослойных систем Фибоначчи состоит в проявлении самоподобия не в одной, а в целой системе оптических характеристик.

2.2.4. Устойчивость характеристик к изменению параметров

Рассмотрим кратко вопрос об устойчивости характеристик многослойных систем к вариации параметров. С точки зрения технологии их изготовления, представляет интерес влияние изменения показателя преломления слоев на ход графиков пропускания. Расчеты показали, что эти изменения, если они проходят в разумных пределах, не приводят, как правило, к принципиальной трансформации спектров пропускания. Последние определяются лишь законом чередования слоев и зависят лишь от их количества. Для того, чтобы проиллюстрировать сказанное, увеличим  показатели преломления слоев от значений 1,24 и 2 до значений 1,74 и 2,8. Происходящая при этом трансформация спектров пропускания многослойной системы из 55 слоев показана на рис. 2.2.9.
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Рис. 2.2.9. Спектры пропускания многослойной системы из 55 слоев при разных значениях показателей преломления. а – Nmin = 1,24, Nmax = 2; б – Nmin = 1,74, Nmax = 2,8.
Сопоставляя представленный ход зависимостей, можно убедиться в том, что изменения в поведении кривых носят малозаметный характер (наиболее слабые изменения наблюдаются в области фазовых набегов, близких к 
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; с увеличением фазовых набегов они несколько увеличиваются; при этом практически не происходит изменений в положении и структуре глубоких провалов в кривой пропускания). Это указывает на слабое влияние абсолютных значений показателя преломления в слоях при сохранении их отношения на характеристики пропускания.

Гораздо более значительное влияние на структуру спектров пропускания оказывает изменение значений показателя преломления, приводящих к изменению их отношений. Увеличение отношения максимального к минимальному коэффициенту преломления многослойной системы при сохранении величины фазовых набегов в слоях приводит к уширению зон с минимальным пропусканием. В этом можно убедиться, сравнивая ход графиков на рис. 2.2.10. Они относятся к двум случаям. В первом случае чередовались 233 слоя со значениями показателя преломления 1,45 и 1,65, во втором – 1,25 и 1,85. 

Факт уширения зон с минимальной величиной пропускания при увеличении контраста показателей преломления, как будет ниже показано, имеет большое значение для некоторых вариантов практического использования многослойных покрытий.
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Рис. 2.2.10. Влияние диапазона изменений показателя преломления на спектры пропускания. a – Nmin = 1,45, Nmax = 1,65; б - Nmin = 1,25, Nmax = 1,85.

Рассмотрим теперь, какова устойчивость коэффициентов пропускания многослойных систем к случайным возмущениям их структуры. Для того чтобы выяснить, как влияет на поведение пропускания разброс в значениях фазовых набегов в слоях, будем считать, что фазовый набег j-го слоя изменяется по случайному закону
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где f – коэффициент рандомизации. Результат рандомизации по формуле (9) иллюстрирует рис. 2.2.11, на котором приведены отдельные реализации зависимостей пропускания от средних фазовых набегов для многослойной системы, насчитывающей 55 слоев.
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Рис.2.2.11. Поведение коэффициентов пропускания многослойной системы при рандомизации параметров слоев. a – f = 0,1, б – f = 0,2.(Nmin = 1.24, Nmax = 2)
Графики показывают (сравните с рис. 2.2.10,а), что, для того чтобы исключить заметные искажения в спектре пропускания нужно обеспечить точность нанесения слоев, удолетворяющую условию 
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Интерес представляет анализ устойчивости характеристик многослойной системы  к рандомизации ее геометрии. Рассмотрим вид рандомизации, который состоит в случайном изменении чередования слоев с определенными значениями показателя преломления. Такое перемешивание положения слоев можно осуществить с помощью следующей математической процедуры, предполагающий переход от последовательности 
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Величина входящего в (10) параметра 
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 влияет на количество слоев, изменивших значения показателя преломления. На рис. 2.2.12 показаны спектры пропускания системы из 55 слоев для 
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 (рис. 2.2.12,а) и 
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 (рис. 2.2.12,б). В первом случае переобозначены показатели преломления в 15% слоев, во втором – в 50%.
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Рис. 2.2.12. Спектры пропускания многослойной системы при разных степенях рандомизации. а – ε = 0,3, б – ε = 0.

При сравнении графиков на рис. 2.2.12 с графиком на рис. 2.2.9,а, соответствующим невозмущенной системе, видно, что указанный вид рандомизации вызывает очевидные изменения в спектрах пропускания. При превышении 15-процентного уровня рандомизации, как показывают  приведенные рисунки и дополнительные расчеты, изменения носят кардинальный характер.
2.3. Оптические свойства модифицированных систем Фибоначчи

"Наш мир – не завершенье – Там – дальше – новый Круг – Невиданный – как Музыка  Вещественный – как Звук. Он манит и морочит – И должен – под конец – Сквозь кольцо Загадки Пройти любой мудрец".

(Э. Диксон)
Апериодическая последовательность элементов, лежащая в основе описанных выше систем, не исчерпывает варианты апериодических закономерностей, которые также могут быть использованы при создании оптических устройств. Такого рода закономерности отражают, в частности, суммационный принцип построения обобщенной последовательности Фибоначчи и числового ряда Металлических сечений (см. раздел 1.1.4). Этот принцип может быть реализован путем применения рекурсивного правила объединения первичных элементов оптических систем.

Возникает вопрос, будут ли характеристики систем, опирающихся на принцип построения указанных апериодических последовательностей, обладать самоподобными свойствами и отражать соответствующие типы сечений, то есть можно ли на них перенести основные свойства классических систем Фибоначчи.

Рассмотрим этот вопрос на примере оптических устройств, построенных на базе последовательности обобщенных чисел Фибоначчи с 
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 и числового ряда Серебряного сечения. Система блоков первичных элементов 
[image: image559.wmf]A

 и 
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, соответствующих последовательности обобщенных чисел Фибоначчи, будет иметь вид
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Блоки элементов ряда Серебряного сечения будут обладать следующей структурой: 
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Для удобства сравнения рассчитанные картины дифракции света на амплитудных решетках, структура которых сформирована на основе классической последовательности Фибоначчи и путем применения правил (1) и (2), графически приведены на одном рисунке (рис. 2.3.1,а,б,в). Ориентируясь на расположение и длины стрелок на указанном рисунке, можно сделать вывод о существовании самоподобия в картинах дифракции, реализующегося через соответствующие коэффициенты сечений. Действительно, отношение длин стрелок (расположенных на одной линии) на рис. 2.3.1,а, как уже отмечалось, определяется значением 
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. На рис. 2.3.1,б это отношение оказывается близким к значению 
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, а на рис. 2.3.1,в – к значению 
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s

. Это говорит о том, что пропорции, заложенные в математических соотношениях, определяющих структуру решеток, находят отражение и в структуре дифрагировавших волн. Тем самым, сравнивая графики на рис. 2.3.1, можно говорить об определенной аналогии между картинами дифракции света на решетках разных типов. В то же время следует отметить особую гармоничность в расположении и величине пиков в поле дифракции света на решетке Фибоначчи.
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Рис.2.3.1. Картины дифракции света на оптических решетках. а – решетка Фибоначчи;

б – решетка на основе обобщенной последовательности Фибоначчи;

в – решетка на базе ряда Серебряного сечения.
К неоднозначным выводам приводит сравнение оптических характеристик многослойных систем, отличающихся видом используемого суммационного принципа. Так, для многослойной системы, построенной на основе обобщенных чисел Фибоначчи, зависимость пропускания от числа слоев и распределение по слоям интенсивности света не обнаруживает ни отчетливых пропорций, ни связанного с ними самоподобия в расположении экстремальных точек. Это хорошо видно из рис. 2.3.2, где приведены соответствующие зависимости для значений 
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Рис. 2.3.2. Характеристики многослойной системы, построенной на основе последовательности обобщенных чисел Фибоначчи (p = 2, Nmin = 1,45, Nmax = 2,3). 
а – зависимость коэффициента пропускания T от числа слоев n; б – распределение интенсивности света I по слоям системы (j – номер слоя). 

Иными свойствами обладают многослойные системы, построенные на базе ряда Серебряного сечения. Приведенные на рис. 2.3.3 графики зависимостей 
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 указывают на то, что такого рода системы, подобно системе Фибоначчи, имеют самоподобные оптические характеристики с коэффициентом самоподобия, равным коэффициенту Серебряного сечения 
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. Зависимости T(n) и I(j) имеют также одинаковый параметр подобия 
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, близкий к параметру подобия в распределении амплитуды поля дифрагировавшей на решетке световой волны (рис. 2.3.1,в). 
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Рис. 2.3.3. Характеристики многослойной системы на базе числового ряда Серебряного сечения. а – зависимость коэффициента пропускания T от числа слоев n; б - растянутый в s раз график T(n) (s = 5,8); в – распределение интенсивности по слоям системы (j – номер слоя, тонкая линия – распределение, растянутое в s = 5,8 раза); Nmin = 1,45, Nmax = 2,3.

Решетка на основе Серебряного сечения обеспечивает самоподобие и спектра пропускания 
[image: image576.wmf](

)

m

T

. В этом можно убедиться, используя стандартный прием, основанный на определении корреляции изначального графика 
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 и его растянутой модификации 
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. Вычисления показывают, что коэффициент корреляции С достигает своего максимального значения, равного 0,43, при 
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. Сравниваемые графики при данном значении 
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 и числе слоев 
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 приведены на рис. 2.3.4. Серебряные многослойные системы обнаруживают и второй тип самоподобия, обусловленный подобием спектров пропускания многослойных систем разных структурных уровней. Это, в частности, подтверждает выполненное на рис. 2.3.5 графическое сравнение центральной области спектра блока S4 (17 слоев) со спектром блока S8 (577 слоев). Налицо схожесть в поведении графиков. 
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Рис. 2.3.4. Графики коэффициента пропускания Серебряной многослойной системы.

а – изначальный график, б – растянутый график; 
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, Nmin = 1,45, Nmax = 2,3.
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Рис. 2.3.5. Спектры пропускания многослойной системы. а – 17 слоев; б – 577 слоев.
Приведенные факты указывают на то, что оптические элементы, геометрия которых отражает принцип Серебряного сечения, с точки зрения гармонии своих характеристик приближаются к элементам Фибоначчи. Из этого следует, что оптическим свойствам устройств Фибоначчи не следует придавать исключительный характер. Расчеты показывают, что самоподобие проявляется, если сравниваются отдельно графики для четных и нечетных значений n.

Следует остановиться еще на одном, так называемом симметричном, варианте многослойной системы Фибоначчи. Этот вариант представляет значительный интерес, поскольку улучшает оптические характеристики систем с точки зрения их практического применения.

Симметричная система Фибоначчи может быть построена с помощью блочного метода, основанного на простом рекурсивном правиле. Так, для блока элементов уровня j справедлива формула
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где 
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 последовательности элементов, построенные в соответствии с правилами
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Считая, что 
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, и применяя выражение
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можно построить последовательность симметрично расположенных элементов A и B. Например, для блока элементов 5-го уровня будем иметь 
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. Налицо симметричное расположение элементов в системе.

Чтобы определить, в чем состоят преимущества симметричного расположения оптических элементов, сравним спектры пропускания обычной и симметричной системы с равным количеством слоев. Для конкретности сделаем это для систем, насчитывающих 34 слоя. Будем, как и прежде, считать, что 
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. Спектры пропускания указанных систем приведены на рис. 2.3.6.

Сравнение приведенных графиков показывает, что переход к симметричной системе выравнивает значения максимумов пропускания, делая их близкими к единице. Это свойство делает их более удобными при использовании в интерференционных фильтрах и других оптических устройствах (особенно удобен для использования в интерференционных фильтрах узкий пик, расположенный в зоне с близким к нулю пропусканием– рис. 2.3.6,б).
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Рис. 2.3.6. Спектры пропускания обычной (a) и симметричной (б) систем Фибоначчи.

Завершая анализ свойств модифицированных систем Фибоначчи, отметим, что они не исчерпывают типы апериодических устройств. Специалистам известны другие системы, построенные на основе иных апериодических последовательностей. Среди них математические последовательности Морса-Туэ, Рудин-Шапиро и двойного периода (23). Их использование расширяет варианты оптических характеристик дифракционных решеток и многослойных систем. Однако, как показывает анализ, эти характеристики существенно уступают характеристикам систем Фибоначчи с точки зрения проявления самоподобных свойств.

2.4. Фотонные кристаллы

"Никакое значительное открытие или изобретение не может быть сделано
без сознательного стремления к нему".
(Ж. Адамар)
Уникальные свойства решеток и многослойных оптических систем Фибоначчи указывают на перспективность их использования для создания новых и совершенствования известных оптических элементов и устройств.

Новые перспективы применения квазирегулярных систем открылись в результате проведения исследований в области фотонных кристаллов, ставшей важным разделом современных нанотехнологий. Фотонными

 кристаллами называют выполненные из прозрачных материалов физические объекты, показатели преломления которых регулярным образом меняются по пространственным координатам. Сам термин “фотонный кристалл” возник в силу того, что, с точки зрения математического описания, движение фотонов в среде с периодическим изменением показателя преломления оказывается аналогичным движению электронов в кристаллах (по сути, в материале с регулярно изменяющимся электрическим потенциалом). Примеры одномерного, двумерного и трехмерного периодических фотонных кристаллов приведены на рис. 2.4.1.
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Рис. 2.4.1. Структура фотонных кристаллов. а - зависимость показателя преломления от координаты. б - схематическое изображение структуры одномерного (1D), двухмерного (2D) и трехмерного (3D)фотонных кристаллов.

В теории периодические многослойные системы (рис. 2.4.1,а) рассматриваются в качестве одномерных (1D) фотонных кристаллов. Наличие в их спектрах области с нулевым пропусканием (см. раздел 2.1) оказывается аналогичным присутствию в энергетических спектрах кристаллов запрещенной зоны, разделяющей валентную зону и зону проводимости. В силу этой аналогии области в спектрах пропускания, где коэффициент пропускания исчезающе мал, также называют запрещенными зонами. Применение этого термина представляется оправданным и с физической точки зрения, поскольку он означает невозможность распространения в многослойной системе фотонов с определенной частотой (энергией).

Вписываются ли в общую концепцию фотонных кристаллов апериодические многослойные системы? На этот вопрос можно дать положительный ответ. Действительно, факт формирования в запрещенной зоне спектра пропускания дискретных пиков при переходе от периодической многослойной системы к системе Фибоначчи оказывается аналогичным образованию в запрещенной зоне кристалла дополнительных уровней (акцепторных или донорных). Эти уровни обычно связаны с возникновением в кристаллической решетке тех или иных структурных дефектов. (Отметим, что переход от периодического чередования слоев к апериодическому также можно трактовать как нарушение структуры.) Сказанное указывает на то, что свойства многослойных систем Фибоначчи позволяют расширить представления о физической природе фотонных кристаллов и о существующих возможностях улучшения и оптимизации их характеристик.

В настоящее время концепция фотонных кристаллов широко применяется при разработке и создании оптических устройств, в которых используется принцип управления светом при помощи света. Этот принцип, в частности, реализуется при создании на основе одномерных фотонных кристаллов быстродействующих логических ячеек для вычислительной техники. Для этого следует воспользоваться некоторыми нелинейными эффектами. Их можно реализовать, изготовляя отдельные слои из материалов, показатель преломления которых увеличивается под действием интенсивного излучения. Учитывая, что увеличение разности показателей преломления слоев приводит к уширению запрещенной зоны (см. раздел 2.2.4), присутствие таких слоев в многослойной ячейке позволяет изменением интенсивности управляющего светового пучка сдвигать границу запрещенной зоны (рис. 2.4.2).
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Рис. 2.4.2. Увеличение ширины запрещенной зоны нелинейного фотонного кристалла при увеличении мощности падающего излучения. T – коэффициент пропускания; ( - длина волны; (( - ширина запрещенной зоны; (p – длина волны пробного сигнала; (g –длина волны управляющего сигнала . Непрерывная кривая – кривая пропускания в отсутствие управляющего сигнала; пунктир – кривая пропускания при подаче управляющего сигнала.

При одновременной подаче на такую ячейку малоинтенсивного пробного сигнала с длиной волны, соответствующей краю запрещенной зоны, и мощного управляющего сигнала на несколько большей частоте происходит смещение края зоны, частота малоинтенсивного сигнала попадает в запрещенную зону, и он полностью отражается. В отсутствие интенсивного управляющего сигнала пробный (логический) сигнал проходит, и таким образом можно осуществить управление световыми потоками. Комбинируя подобного рода фотонно-кристаллические ячейки, можно осуществить любые логические операции.

Наличие в многослойных системах Фибоначчи целого набора запрещенных зон позволяет работе ячеек придать многоканальный характер.

Аналогичный принцип используется при создании ограничителей мощности лазерного излучения. Многослойная структура с системой нелинейных слоев настраивается таким образом, что частота проходящего излучения при увеличении его мощности до определенного предела попадает в запрещенную зону и начинает полностью отражаться.

Нелинейные эффекты в квазирегулярных многослойных системах позволили обнаружить новое физическое явление, получившее название «локализация» (или «пленение») света. Оно проявляется в том, что распространяющийся в такой системе световой импульс «застревает» в одном из слоев, так как предыдущие и последующие слои начинают играть роль полностью отражающих интерференционных зеркал. Это явление своеобразного пленения фотонов в образовавшемся микрорезонаторе вызывает задержку света, управление которой открывает перспективу его использования в разнообразных управляющих и вычислительных системах.

Таким образом, бурное развитие оптики фотонных кристаллов, ее тесная связь с исследованием многослойных систем, включая их апериодические модификации, указывают на открывающиеся широкие возможности качественного обновления с их помощью элементной базы разнообразных оптических устройств. Разработка новой элементной базы будет сравнима по значимости с созданием интегральной микроэлектроники в 1960-е годы: материалы нового типа позволят создавать оптические микросхемы наподобие элементов полупроводниковой электроники, а принципиально новые способы передачи, хранения и обработки информации, отрабатываемые сегодня на фотонных кристаллах, в свою очередь, найдут применение в полупроводниковой электронике будущего.

2.5. Оптика лазеров

2.5.1. Апериодические элементы оптических трактов

"Сложнее всего в мире достигнуть простоты. Это крайняя граница опыта и последнее усилие гения".
(Жорж Санд)

"Мы строим наши здания. Они строят нас".

(Уинстон Черчилль)

Оптика лазеров является весьма перспективной областью для применения апериодических оптических элементов. В качестве таких элементов могут выступать многослойные диэлектрические зеркала оптических резонаторов, являющихся атрибутом многочисленных типов лазеров. Обычно используются зеркала, в которых имеет место периодическое чередование слоев с различающимися показателями преломления. Эти слои последовательно напыляются на подложку, прозрачную для генерируемого излучения. Если оптические толщины слоев составляют четвертую часть длины волны излучения, то фазовые набеги в них составляют величину 
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. Это обеспечивает высокий коэффициент отражения в достаточно широкой спектральной области, соответствующей запрещенной зоне многослойного покрытия и определяющей полосу генерации. Сужение полосы генерации или трансформация ее формы с целью селекции отдельных генерируемых частот представляет собой определенную проблему, которая решается в лазерной физике с помощью различных средств и методов.

Переход к апериодическому чередованию слоев в покрытиях зеркал является простым и действенным методом решения указанной проблемы. Это связано с тем, что чередование слоев, характерное для систем Фибоначчи, вызывает появление в запрещенной зоне пиков пропускания, резко уменьшающих коэффициент отражения в отдельных спектральных интервалах. Подбором показателей преломления слоев, их числа или переходом к другому виду апериодической последовательности можно обеспечить нужное положение пиков и осуществить селекцию требуемых частот генерации.

Дополнительные возможности оптимизации состава генерации появляются, если использовать в резонаторе лазера комбинацию периодического многослойного зеркала и апериодического зеркала, в котором чередование слоев осуществляется по принципу Фибоначчи. Принцип действия такого резонатора поясняет рис. 2.5.1. На нем изображены кривые характерных зависимостей коэффициентов отражения от частоты генерируемого излучения для периодического и апериодического покрытий.
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Рис.2.5.1. Поведение коэффициентов отражения многослойного покрытия.

а – периодическое покрытие; б – апериодическое.

Если в резонаторе применяются два периодических зеркала, то при достаточной ширине рабочей линии размещенного в резонаторе активного вещества будет генерироваться излучение, многочисленные спектральные компоненты которого будут располагаться в интервале между частотами 
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 и 
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, определяющем ширину запрещенной зоны. При использовании комбинации из периодического и апериодических зеркал генерируется излучение лишь на частотах, которым одновременно соответствует высокий коэффициент отражения на одном и другом зеркалах. Из рис. 2.5.1,б видно, что условие генерации выполняется лишь для двух частот 
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 и 
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. Такого рода двухчастотный режим часто используется в лазерных интерферометрах и лазерных метрологических устройствах.

Проблема улучшения свойств излучения актуальна и для волноводных лазеров с распределенной обратной связью. В качестве примера на рис. 2.5.2,а показана схема волноводного тонкопленочного лазера, в котором обратная связь обеспечивается путем брэгговского отражения от регулярной гофрированной стенки торцевого участка волноводного канала. Отражающие свойства этого участка могут быть описаны при помощи эквивалентной схемы в виде системы чередующихся слоев с высоким и низким показателем преломления (рис. 2.5.2,б).
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Рис. 2.5.2. Тонкопленочный лазер с распределенной обратной связью.

а - общий вид; б - расчетная схема.
Сказанное указывает на возможность перенести вышеописанный способ улучшения спектрального состава генерации путем изменения чередования слоев в многослойных зеркалах на лазер с распределенной связью. Для этого достаточно внести в гофрированную поверхность ряд разрывов или ликвидировать на ней отдельные впадины и возвышенности. Если положение возмущений будет соответствовать апериодической последовательности Фибоначчи, то появится возможность целенаправленного влияния на спектр генерации.
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Рис. 2.5.3. Апериодический волноводный тракт диодного лазера.

Ip – ток накачки.

Апериодическая структура элементов, обеспечивающих обратную связь, используется и в некоторых типах лазерных диодов. В них распределенная обратная связь часто достигается профилированием одной из стенок волновода. Если профиль имеет апериодическую форму (рис. 2.5.3), то это приводит к нерегулярному изменению эффективного показателя преломления стенки и формированию отражения, распределение которого по частотам будет определяться типом апериодичности. Иногда реализуемая на практике апериодичность соответствует принципу Фибоначчи. Соответствующий этому случаю профиль распределения эффективного показателя преломления вдоль волновода показан на рис. 2.5.4. При таком профиле зависимость коэффициента отражения от частоты оказывается близкой к соответствующей зависимости многослойной системы Фибоначчи.
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Рис. 2.5.4. Распределение эффективного показателя преломления N вдоль оси оптического тракта z.
Переход к апериодической структуре элементов, обеспечивающих обратную связь, представляется перспективным и при изготовлении устройств волоконной оптики. В световых волокнах создание брэгговских решеток возможно путем модуляции показателя преломления сердцевины, достигаемой путем использования фотоиндуцированных процессов. На рис. 2.5.5 показана схема волоконного лазера с двойной оболочкой. Он состоит из трех слоев: одномодовой сердцевины 1, легированной как активной примесью редкоземельного элемента, так и примесями, формирующими профиль показателя преломления; внутренней кварцевой оболочки 2; внешней полимерной оболочки 3 с показателем преломления, пониженным по сравнению с показателем преломления кварцевого стекла. Внутренняя кварцевая оболочка имеет типичный размер 0,1 – 1 мм, что обеспечивает возможность ввода излучения накачки от полупроводниковых источников с мощностью несколько десятков Вт. При распространении по кварцевой оболочке излучение накачки поглощается активными ионами редкоземельного элемента, вызывая люминесценцию, которая при наличии резонатора, сформированного брэгговской решеткой 4, развивается в лазерную генерацию, локализованную в сердцевине световода, диаметр которой составляет 5 – 10 мкм. Для более эффективного поглощения накачки кварцевая оболочка, как правило, имеет прямоугольное или D-образное поперечное сечение.
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Рис. 2.5.5. Схема волоконного лазера на основе активного световода с двойной оболочкой.
Типичные характеристики иттербиевого волоконного лазера на основе световода с двойной оболочкой иллюстрирует рис. 2.5.6. На нем представлены спектр люминесценции световода, а также спектр генерации лазера, возникающей при стыковке световода с парой периодических решеток, имеющих резонансную длину волны 1103 нм. Эта линия соответствует максимуму коэффициента отражения решеток. Переход к апериодическим решеткам обеспечивает генерацию сразу на целой системе линий, каждая из которых будет соответствовать запрещенной зоне пропускания решеток.
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Рис. 2.5.6. Характеристики иттербиевого волоконного лазера с накачкой в оболочку: спектр люминесценции иттербиевого световода (пунктирная линия) и спектр генерации (сплошная линия).

В дальнейшем можно осуществить селекцию отдельных спектральных линий, подавая излучение по световоду на оптические циркуляторы, настроенные на соответствующие частоты. Принцип действия циркулятора, в основе которого лежит отражение от брэгговской решетки, понятен из рис. 2.5.7 и, видимо, не требует дополнительных пояснений.
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Рис. 2.5.7. Селекция спектральных линий с помощью оптического циркулятора. I(() – спектральный состав излучения, (BG – резонансная длина волны периодической брэгговской решетки, (N – селектируемая длина волны.

Наконец, укажем на еще одну перспективную возможность применения апериодических систем в лазерных устройствах интегральной оптики. Она связана с использованием многослойных систем при создании микрорезонаторов. Представление об их структуре и принципе действия можно получить из рис. 2.5.8. 
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Рис. 2.5.8. Планарные микрорезонаторы. а - с зеркальными стенками; 

б - с зеркалами Брэгга.
Микрорезонатор представляет собой ограниченную отражателями тонкую область эмиссии, в которой обычно располагается лазерно-активная среда. В качестве отражателей используются или металлические пластины (рис. 2.5.8,а), или многослойные диэлектрические покрытия (рис. 2.5.8,б). Подбирая апериодический закон чередования слоев в многослойном отражателе можно обеспечить требуемый спектральный состав излучения.

2.5.2. Хаотические процессы в лазерах

"За наблюдением всегда стоит теория".

(Эдвин Хаббл)
В современной физической оптике (включая оптику лазеров) большое внимание уделяется исследованию детерминированного хаоса. При анализе процессов развития хаоса оптическое устройство рассматривается в виде динамической системы, состояние которой характеризуется набором динамических переменных. Несмотря на то, что во времени эти переменные изменяются в соответствии с определенным правилом, поведение системы может стать хаотическим. Это происходит тогда, когда сколь угодно малые неточности в задании начального состояния системы быстро нарастают во времени, так что предсказуемость ее поведения становится невозможной на достаточно больших промежутках времени. Непредсказуемость динамики системы хорошо иллюстрирует структура аттрактора, представляющего собой множество точек в фазовом пространстве, посещаемых в установившемся режиме. При динамическом хаосе аттрактор принимает вид фрактального множества. В этом случае по отношению к аттрактору используется термин “странный аттрактор”.

В качестве примера хаотического поведения оптической системы можно привести возникающую при определенных условиях хаотическую генерацию одномодового лазера. Поведение такого лазера описывается следующей системой уравнений:
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Здесь E – амплитуда напряженности электрического поля в резонаторе лазера, P – амплитуда изменения поляризации активной среды, D – разность заселенностей, 
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 – некоторые постоянные. Заменой переменных
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уравнения (1) приводятся к виду
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Рис. 2.5.9. График зависимости x(t).
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Рис. 2.5.10. Аттрактор Лоренца. Двумя штриховыми линиями показаны пересечения траекторий с плоскостью сечения S
(задаваемой уравнением Z = r – 1 = 27).
В таком виде уравнения, описывающие динамику лазерной генерации, совпадают с известными в теории детерминированного хаоса уравнениями Лоренца. Они описывают одну из моделей перехода системы в хаотический режим. Такой режим обнаруживается при численном решении уравнений, если задать следующие значения параметров: 
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. На рис. 2.5.9 для хаотической генерации приведена зависимость от времени переменной x, характеризующей изменение амплитуды поля лазерного излучения. График указывает на сложное, крайне неупорядоченное поведение системы. Обращает на себя внимание то, что эволюция переменной x происходит в окрестности двух значений 
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Рис. 2.5.10 графически иллюстрирует фазовый портрет хаотической генерации, представляющий собой странный аттрактор (аттрактор Лоренца). Координаты изображенных на этом рисунке неподвижных точек 
[image: image631.wmf]C

 и 
[image: image632.wmf]C

¢

 по оси [image: image633.wmf]x

 соответствуют значениям 
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. Заметим, что кажущаяся асимметрия аттрактора обусловлена только перспективой изображения. 
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Рис. 2.5.11. Сечение Пуанкаре аттрактора Лоренца.

Как и многие другие странные аттракторы, описывающие хаотическое поведение динамических систем разнообразной природы, аттрактор Лоренца обладает очень сложной структурой. Он не является поверхностью, но вместе с тем не имеет объема. Столь «странные» свойства аттрактора объясняются его фрактальной структурой. В этом можно убедиться, анализируя сечение фазовых траекторий плоскостью S, задаваемой уравнением 
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 и содержащей точки 
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. Такое сечение, показанное на рис. 2.5.11, известно как сечение Пуанкаре.

Видно, что сечение Пуанкаре аттрактора Лоренца состоит из двух почти прямолинейных отрезков. Несмотря на простой вид, отрезки имеют сложную внутреннюю структуру, которая проявляется при их рассмотрении в сильно увеличенном масштабе. Постепенно, повышая увеличение, мы сначала обнаружим, что каждый из приведенных отрезков расщепляется на два практически параллельных. В дальнейшем с усилением увеличения расщепление отрезков будет продолжаться. Таким образом, можно говорить о фрактальной структуре сечения Пуанкаре, показанного на рис. 2.5.11, и, в целом, странного аттрактора.

2.5.3. Переход к хаосу через Золотое сечение

"Книга природы раскрыта перед нами, но она написана не теми буквами, из которых состоит наш алфавит..."
(Галилей)

В контексте рассматриваемых в данном пособии физических явлений, сопряженных с Золотым сечением, представляет интерес еще один сценарий развития хаоса, который может возникать в двух оптически связанных лазерах. Для того чтобы выделить наиболее существенные детали этого сценария, воспользуемся известной в теории колебаний моделью взаимодействия двух осцилляторов. В роли таких осцилляторов будут выступать одночастотные лазеры, связанные путем частичного обмена генерируемой энергии.
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Рис. 2.5.12. Динамическая модель связанных осцилляторов.

Для описания процесса взаимодействия осцилляторов часто используют фазовую модель, которая описывает динамику системы в виде движения точки по тору (см. рис. 2.5.12). Амплитуды колебаний осцилляторов характеризуются большим и малым радиусом тора. Частоты осцилляторов определяются частотами вращения по большой окружности (оси тора) и малой окружности в сечении тора. Фазы осцилляторов соответствуют двум углам, задающим положение точки вдоль малой и большой окружностей. Сечение Пуанкаре вдоль малых окружностей порождает одномерное разностное уравнение, называемое отображением окружности на себя. Стандартное отображение окружности (нормированное на [image: image641.wmf]p
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Здесь 
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 – угол в сечении Пуанкаре, K – параметр силы связи, определяющий степень нелинейности (при 
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 уравнение (3) становится линейным). Параметр 
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– частоты несвязанных осцилляторов.

Полезной характеристикой, позволяющей различать типы динамических режимов, является число вращений, определяемое как
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На практике, чтобы получить значение [image: image651.wmf]w

 c необходимой точностью, достаточно взять 
[image: image652.wmf]500

³

n

.

В системе связанных осцилляторов возможны периодические, квазипериодические и хаотические режимы. Режим считается периодическим, если начальное значение 
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 через некоторое число шагов q воспроизводится с точностью до добавки целого числа полных периодов, т.е. 
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. Такому режиму отвечает рациональное число вращений 
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 (p, q – положительные целые числа). Квазипериодические режимы имеют иррациональное число вращений, при этом фазовые траектории по-прежнему находятся на поверхности тора. При наступлении хаоса тор разрушается, образуя странный аттрактор со сложной структурой.

На рис. 2.5.13 приведена карта динамических режимов отображения окружности на плоскости параметров 
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, разграничивающая области существенно разного динамического поведения, называется критической линией.
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Рис. 2.5.13. Карта динамических режимов на плоскости параметров отображения окружности. Области, изображенные различными тонами серого цвета, отвечают периодическим режимам (языки Арнольда), для нескольких языков цифрами указано число вращения. Области квазипериодичности и хаоса показы белым; 

K = 1 – критическая линия.

При 
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, так что при рациональных значениях 
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 имеют место периодические, а при иррациональных – квазипериодические режимы. На плоскости параметров области периодичности имеют вид характерных языков (языки Арнольда), которые остриями подходят к рациональным точкам оси абсцисс. Несмотря на то, что количество языков бесконечно, между ними остается место для квазипериодических режимов. Это очевидно при [image: image664.wmf]0
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При определенном значении 
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 существует свой интервал значений параметра расстройки, в пределах которого число вращения фиксировано и равно 
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. Зависимость числа вращения от параметра расстройки оказывается монотонной непрерывной функцией, содержащей бесконечное число горизонтальных ступенек (рис. 2.5.14). Ее называют «чертовой лестницей». При 
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 суммарная длина всех ее ступенек стремится к нулю. С увеличением [image: image672.wmf]K

, она монотонно возрастает, при 
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 становится равной единице. Множество значений параметра 
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, не принадлежащих ступенькам, соответствует иррациональным числам вращения и квазипериодическим режимам динамики. Мера этого множества равна единице при 
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 и убывает до нуля, если 
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. В этом случае лестницу называют полной. Расчеты показывают, что при 
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 квазипериодическим режимам отвечает фрактальное множество значений расстройки, которое имеет меру нуль.
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Рис. 2.5.14. Зависимость числа вращений 
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 от параметра Ω.

Для нас информация, графически представленная на рис. 2.5.13 и 2.5.14, интересна еще в одном отношении. Она указывает на то, что синхронизация колебаний осцилляторов при 
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 имеет место при значениях [image: image681.wmf]w

, последовательность которых отражает структуру так называемого дерева Фарея. Дерево Фарея представляет собой массив рациональных чисел в интервале [0,1], являющийся по существу математическим скелетом языков Арнольда (эти числа определяют начало языков разных поколений). Первые пять поколений дерева Фарея выглядят следующим образом:
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В бесконечном дереве Фарея каждое рациональное число, заключенное между [image: image683.wmf]0

 и [image: image684.wmf]1

, встречается ровно один раз. Дерево Фарея имеет глубокую связь с последовательностью Фибоначчи. Если спускаться зигзагообразно по дереву Фарея из правого верхнего «угла» (
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 и т.д.), то мы будем каждый раз попадать на дроби, числители и знаменатели которых равны числам Фибоначчи 
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 и пройдя n-й поворот зигзага, мы достигнем дроби 
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 такая дробь, как уже отмечалось, стремится к коэффициенту Золотого сечения 
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Примечательно, что синхронизация сначала происходит при рациональных отношениях частот, предпочитая вначале отношения с небольшими знаменателями. В наименьшей степени предрасположены к синхронизации иррациональные отношения, причем наиболее сильно “сопротивляются” синхронизации числа, определяемые отношением чисел Фибоначчи 
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). При этом самым устойчивым к влиянию синхронизации является коэффициент Золотого сечения [image: image698.wmf]j
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Даже если между осцилляторами отсутствует взаимодействие при значениях 
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, определяющихся через числа Фибоначчи, квазирепериодическое движение (траектория движения точки на торе покрывает всю его поверхность) обладает рядом любопытных особенностей. Так, при 
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 формируют последовательность, аналогичную той, которая описывает структуру одномерного квазикристалла. Убедиться в этом можно, если записывать символ B при 
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 следующую символическую динамику:
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Указанная последовательность символов, если не считать начального С, по своей структуре совпадает со структурой квазикристаллов (см. формулу (2.1.3)). „Квазикристаллическая” структура изменений 
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 наблюдается и в области критической линии, предшествующей переходу к хаосу. 
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Рис. 2.5.15. Путь перехода к хаосу при 
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Наиболее прямой, полностью исключающий эффекты синхронизации путь перехода к хаосу уже на критической линии возможен при значении 
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, равном коэффициенту Золотого сечения 
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. Чтобы пояснить, как этот путь может быть реализован, представим себе, что мы движемся на плоскости параметров 
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 в сторону увеличения параметра 
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 вдоль линии постоянного числа вращения 
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 (рис. 2.5.15). При 
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 она заканчивается, и здесь располагается критическая точка. В этой точке происходит разрушение тора и он превращается во фрактальный объект (странный аттрактор).

В заключение отметим, что исследование хаоса в оптике имеет важный практический аспект. Он связан с разработкой оптических систем связи, в которых информация кодируется путем использования лазеров, работающих в режиме хаотической генерации. Суть метода кодировки сводится к следующему. На выходное излучение управляющего лазера (передатчика) накладывается информационный сигнал малой амплитуды, и такое смешанное излучение инжектируется в управляемый лазер (приемник). Возможность выделить полезный сигнал на выходе приемника, основана на том, что управляемый лазер в результате эффекта синхронизации хаоса излучает исходный хаотический сигнал. Разность между смешанным сигналом и сигналом на выходе управляемого лазера позволяет выделить закодированную информацию.

3. ИНТЕРПРЕТАЦИЯ СВОЙСТВ ЗОЛОТОГО СЕЧЕНИЯ

"Как рыба об лед, испокон веков билась мысль мудрецов в своем стремлении к единству во всем,
т.е. в искании «начала всех начал»".
                        (Д.И. Менделеев)

Наличие Золотых пропорций в объектах живой и неживой природы, а также их проявление в разнообразных физических процессах стимулировало интерес к поиску механизма, обеспечивающего реализацию принципа Золотого сечения. Во многих случаях такой механизм был обнаружен. Так, сопряженное с Золотым сечением анатомическое строение тела человека и многих животных может получить объяснение на клеточном уровне, если принять концепцию так называемого асинхронного деления клеток.

При асинхронном делении каждая клетка делится на две клетки, одна из которых пропускает следующий такт деления. Для краткости, такой формообразующий процесс будем называть F-делением.
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Рис. 3.1. Асинхронное деление клеток.

Рассмотрим количественные характеристики F-деления. После определенного количества синхронных делений происходят исключительно F-деления. Так после первого такта F-деления образуются две клетки A и B (рис. 3.1), из которых только B будет делиться во втором такте. После двух тактов F-деления образуются три клетки, из которых только две будут делиться в третьем такте. После третьего такта суммарное количество клеток станет равным пяти, из которых три будут делиться в четвертом такте F-деления и т.д. Следовательно, в процессе F-деления из одной клетки будет образовываться [image: image723.wmf]2
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, [image: image725.wmf]5
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 (последовательность Фибоначчи) клеток.

Гипотеза о F-делении клеток позволяет объяснить наличие Золотой пропорции в линейных размерах животных и человека, например, руки (см. рис. 1.2.1 из раздела 1.2.1).

Пусть на определенном этапе развития зародыша, после периода синхронных делений, выделится одна клетка, из которой будет развиваться рука. После первого F-деления образуются две клетки A и B (рис. 3.1). Клетка A пропустит следующий такт деления, следовательно, ее потомков будет в 
[image: image730.wmf]F

 раз меньше клеток потомков B. Действительно, отношение длины кисти и локтя к предплечью есть Золотое сечение. Принимая длину, пропорциональной количеству клеток, получаем, что из клетки A будет развиваться предплечье, а из B кисть и локоть. Аналогично после деления B, из образовавшихся дочерних клеток, будут развиваться локоть и кисть, и далее до фаланг пальцев на руке.

Нетрудно заметить, что граф на рис. 3.1 является фрактальной структурой. Тем самым, у нас есть еще одна возможность убедиться в том, что происходящие в живой и неживой природе процессы, связанные с реализацией принципа Золотого сечения, очень часто обладают четко выраженными фрактальными (самоподобными) свойствами.

Объяснение некоторым другим биологическим проявлениям Золотого сечения можно дать, исходя из принципа целесообразности, играющего большую роль в условиях естественного отбора. Так, например, явление филлотаксиса, проявляющегося в винтообразном расположении листьев растений, позволяет обеспечить максимальный приток солнечного света к поверхности листьев. Форма конечностей животных, приспособленных к быстрому бегу, соответствует сочетанию прочности и минимального момента инерции, связанного с меньшей тратой энергии. Форма яиц пернатых обеспечивает им максимальную прочность.

Значительная часть уникальных свойств Золотого сечения находит объяснение в рамках теории чисел. Так, рассмотренный в предыдущем разделе сценарий перехода динамической системы к хаосу через Золотое сечение во многом связан со специфическим положением коэффициента Золотого сечения в ряду иррациональных чисел. Механизм этого сценария становится более понятным, если воспользоваться непрерывными дробями для представления чисел вращения [image: image731.wmf]w

 в интервале [image: image732.wmf][
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Непрерывные дроби, с которыми мы уже встречались ранее, удобнее записывать в строку 
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 – положительные целые числа. Непрерывные дроби, выражающие иррациональные числа 
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Разложение отношений 
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 в непрерывные дроби выглядит весьма просто. Например,
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а в общем случае
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([image: image740.wmf]n

 единиц в квадратных скобках).

Очевидно, что при малых 
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 непрерывные дроби сходятся относительно медленно, причем медленнее всего сходятся те дроби, у которых все 
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 равны единицам. Так как
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где скобки означают бесконечное повторение единицы, коэффициент Золотого сечения 
[image: image744.wmf]j

 обладает самым медленно сходящимся из всех иррациональных чисел разложением в непрерывную дробь. Поэтому очень часто математики и физики называют этот коэффициент «самым иррациональным из иррациональных чисел».

Еще один способ продемонстрировать уникальное положение коэффициента Золотого сечения среди иррациональных чисел основан на теории рациональной аппроксимации, составляющей важную часть теории чисел. Чтобы получить хорошую рациональную аппроксимацию, иррациональное число 
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 необходимо разложить в непрерывную дробь и оборвать разложение на n-м члене, что приводит к рациональному числу 
[image: image746.wmf][

]

n

n

n

q

p

a

a

a

=

,

,

,

2

1

K
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 будет наилучшей при данном максимальном знаменателе 
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 со знаменателем, меньшим [image: image753.wmf]22
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Даже при той оптимальной аппроксимации, которую дают непрерывные дроби, погрешности
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для коэффициента 
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 превышают 
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 (где c – постоянная, меньшая 
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, но бесконечно близкая к нему) при всех значениях n, больших некоторого 
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 и так называемых «благородных чисел» (определяемых как иррациональные числа, разложения которых в непрерывные дроби заканчиваются только единицами). Таким образом, согласно этому точному определению, коэффициент Золотое сечения [image: image760.wmf]j

 (равно как и благородные числа) отстоит от рациональных чисел дальше, чем любое другое иррациональное число. Последнее обстоятельство дает ключ к обоснованию различных эвристических приемов, использующих Золотые пропорции в различных физических и математических моделях, включая модели детерминированного хаоса.

4. ФИЛОСОВСКОЕ ОБОБЩЕНИЕ

"То, что человек называет целесообразностью природы и как таковую постигает, есть в действительности не что иное, как единство мира, гармония причин и следствий, вообще та взаимная связь, в которой все в природе существует и действует". 

                              (Л. Фейербах)

"Так что ж тогда такое красота,

И почему ее обожествляют люди,

Сосуд она, в котором пустота, 

Или огонь, мерцающий в сосуде?"
(Н.Заболоцкий)
Не всегда математика и специальные дисциплины могут дать достаточно полную интерпретацию эффектов, связанных с разнообразными проявлениями Золотого сечения, и вскрыть их внутренний механизм. В этих случаях для объяснения феномена Золотого сечения привлекаются философские представления и категории.

Философские категории, включая эстетические, представляют собой логическую форму выражения мира. Поэтому познание категорий и познание законов – процесс взаимосвязанный. Пока не сформулировано то или иное понятие, наука не в состоянии познать тот или иной закон. В этом смысле, без знания законов – нет категории, а без категории не может быть законов.

Все сказанное относится к такой категории как гармония, тесным образом связанной с понятием Золотого сечения (24). Гармония представляет собою сложное смысловое понятие. В нем можно выделить несколько слоев, несколько уровней значений, отличающихся друг от друга по мере и степени сложности. Начнем с самого простого.

Прежде всего, можно говорить о чисто математическом понимании этой категории, которое характерно для всей истории эстетической мысли. В этом смысле гармония понималась как равенство или соразмерность частей друг с другом и части с целым. Такое понимание принимало, как правило, математический вид и выражалось в виде определенных числовых пропорций. Это самое внешнее, формальное и эмпирическое понимание гармонии. Оно фиксирует внимание на количественной стороне дела и безразлично к качественному своеобразию частей, вступающих в гармоническое соответствие. В этом значении гармония не имеет в себе ничего специально эстетического, потому что равенство или соответствие может быть и между математическими или геометрическими величинами, которые сами по себе не имеют эстетического значения. Математическое понимание гармонии фиксирует количественную определенность, но оно не заключает в себе представления об ее эстетическом качестве и выразительности.

Вслед за математическим пониманием можно выделить другой, более глубокий смысл понятия гармонии, – его можно назвать эстетической гармонией. Соответственно этому в истории эстетики существовало особое эстетическое понимание гармонии, которое и исторически и логически следовало за ее математическим истолкованием. Именно вслед за пифагорейцами, сводящими гармонию к числовым пропорциям, Сократ, а затем Платон ставят вопрос о связи гармонии с прекрасным, о ее способности выражать эстетические качества вещей и явлений. В отличие от математического понимания эстетическое понимание гармонии является уже не просто количественным, а качественным, выражающим внутреннюю природу, внутреннюю меру вещей. Именно поэтому эстетическая гармония всегда связана с эстетическим переживанием, с эстетической оценкой. Она доставляет чувство непосредственного удовольствия, бескорыстного наслаждения при ее восприятии. Наиболее отчетливо этот тип понимания гармонии проявлялся при восприятии красоты природы. В европейской эстетике красота природы неотделима от представления о ее гармоническом устройстве.

Однако ни математическое, ни эстетическое понимание гармонии не исчерпывает всего того многообразия в ее истолковании, которое было выработано в истории эстетики. Наряду с математическим и эстетическим существовало еще одно важное измерение – художественная гармония, непосредственно связанная с искусством. В истории эстетики применительно к тому или иному виду искусства вырабатывалось представление об архитектурной, музыкальной, живописной гармонии. По сравнению с математической или эстетической художественная гармония представляет собой наиболее значительный и сложный феномен. В целостной структуре художественного произведения она развертывается как система ценностей и не сводится только к равновесию или упорядочению формальных элементов. Художественная гармония всегда предполагает объединение и взаимопереход принципиально различающихся эстетических категорий: трагического и комического, возвышенного и низменного, драматического и лирического и т. д. Таким образом, художественная гармония несводима к покою, абсолютному равновесию и незыблемому порядку. Здесь гармония достигается через нарушение покоя, через преодоление беспорядка и дисгармонии. (25)
Итак, мы можем выделить по крайней мере три типа понимания гармонии, которые фигурировали на протяжении всей истории эстетической мысли, – математическое, эстетическое и художественное. Все разнообразие представлений о гармонии, которые были высказаны в истории эстетики, могут быть сведены к этим трем основным типам. Однако необходимо иметь в виду следующее. Эти типы понимания гармонии довольно редко существуют в совершенно самостоятельном, дифференцированном, «чистом» виде. Чаще всего они тесно переплетаются друг с другом, представляя собой сложное, порой слабо расчлененное единство. 

Именно это обстоятельство определяет своеобразие гармонии и красоты как категорий познания, в определенной степени, определяя его цель. Так как в конечном счете художник ищет истину в красоте, а ученый - красоту в истине. Возникает вопрос, существуют ли универсальные критерии прекрасного? Есть ли универсальные формулы, объединяющие понятие прекрасного как в отношении произведений искусства, так и разнообразных природных объектов? Таких формул «красоты» уже известно немало. Большинство из них основано на гармонии, соразмерности частей и целого. Соразмерность же означает наличие определенных пропорций. Среди различных пропорций, как показал человеческий опыт, наиболее значимой является Золотая пропорция, основанная на формуле Золотого сечения. 

Как уже отмечалось, гармония не сводится только к равновесию или упорядочиванию формальных элементов в структуре объекта, но всегда предполагает объединение и взаимопереход полярных категорий. Это дает возможность рассмотреть ее содержание (онтогенез) в контексте наиболее общего закона, лежащего в основе диалектики – закона единства и борьбы противоположностей.

Опираясь на этот закон, белорусский философ Эдуардом Сороко сформулиовал в 80-е годы прошлого века закон „структурной гармонии систем”, основанный на понятии «обобщенных Золотых сечений». Согласно этому закону «Обобщенные Золотые сечения суть инварианты, на основе и посредством которых в процессе самоорганизации естественные системы обретают гармоничное строение, стационарный режим существования, стуктурно-функциональную... устойчивость».

Закон Сороко находит многочисленные подтверждения в самых разных областях науки и техники. Так, было установлено, что наибольшей прочностью и устойчивостью к внешним воздействиям обладают сплавы металлов, соотношения которых удовлетворяет обобщенным Золотым сечениям. Оказалось также, что обобщенные Золотые пропорции хорошо описывают соотношения между различными ингредиентами земной атмосферы и могут быть использованы для контроля над состоянием биосферы, в частности, воздушного и водного бассейна.

Таким образом, мы убеждаемся, что философское обобщение действенности феномена Золотого сечения приводит к значимым результатам не только с теоретической, но и с практической точек зрения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

"Вполне возможно, что какие-то ошибки ускользнули от меня, и еще ожидают проницательного взгляда какого-нибудь критически настроенного читателя. Я надеюсь, что радость открытия ошибок и испытанное при этом чувство интеллектуального превосходства над автором в какой-то мере вознаградят счастливца за потерю времени и беспокойство, которое могло доставить ему внимательное чтение этой книжки".

(Льюис Кэррол)

Основный вывод, который можно сделать, завершая знакомство со свойствами Золотого сечения, состоит в том, что этот феномен отнюдь не является искусственно придуманным. Он допускает точное математическое описание и проявляется в разнообразных природных явлениях, содержится в произведениях искусства, находит отражение в различных видах человеческой деятельности. Особенно следует подчеркнуть эвристическую ценность Золотого сечения. Наличие Золотых пропорций в пространственно временной структуре многих физических явлений дает важные ориентиры для целенаправленного поиска новых эффектов при проведении научных исследований. Очень часто эти эффекты реализуются через апериодические последовательности, тесно связанные с числами Фибоначчи. Принципиально важным примером структурирования материальных объектов на базе таких последовательностей являются квазикристаллы, открытие которых разрушило ряд, казалось бы, незыблемых догм в области кристаллографии и существенным образом изменило представления о различии между живой и неживой материей.

Принципы организации структуры квазикристаллов, как выяснилось, могут быть использованы при создании новых типов оптических устройств – дифракционных решеток и многослойных систем Фибоначчи. Помимо практической значимости изучение их универсальных свойств дает возможность установить и важные физические закономерности. К ним следует отнести, прежде всего, нетривиальный факт, согласно которому прохождение света через самоподобные объекты, построенные в соответствии с Золотым сечением, приводит к формированию световых структур с Золотыми пропорциями и признаками самоподобия. Примечательно, что эти структуры обладают высокой устойчивостью к возмущению параметров объектов.

Другим существенным научным результатом изучения феномена Золотого сечения является то, что он оказывается тесно связанным с динамическими процессами перехода физических систем (в том числе и лазерных) к хаотическому поведению. Помимо уточнения некоторых положений теории динамического хаоса, изучение этих процессов позволило выяснить, в чем состоит в них уникальная роль математических свойств Золотого сечения. 

В ходе проведенного анализа мы убедились, что многие эффекты, связанные с Золотым сечением, находят рациональное объяснение, опирающееся, в частности, на ряд положений теории чисел. В тех же случаях, когда дать такое объяснение, не представляется возможным полезно обратиться к помощи философии. При этом ключевой для понимания феномена Золотого сечения, становится такая философская категория, как гармония. Именно гармоничная структура обеспечивает стационарный режим существования и стуктурно-функциональную устойчивость многих окружающих нас явлений и процессов.

В заключение нельзя не сказать о том, что, несмотря на определенный прогресс, достигнутый в последнее время в понимании свойств Золотого сечения, его разнообразных проявлений в природе, искусстве, и возможностям практического использования, проведение научных исследований, направленных на более глубокое осмысление его сущности, сохраняет свою актуальность. Очень может быть, что эти исследования в ближайшее время заметно расширят представления о наиболее фундаментальных законах природы и сыграют важную роль в интеграции науки.
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(1)

[image: image761.png]



Деление отрезка прямой по Золотому сечению. BC = 1/2 AB, CD = BC.

Известен способ деления отрезка прямой в Золотой пропорции с помощью циркуля и линейки (см. рис.). Из точки B восстанавливается перпендикуляр, равный половине AB. Полученная точка C соединяется линией с точкой A. На полученной линии откладывается отрезок BC, заканчивающийся точкой D. Отрезок AD переносится на прямую AB. Полученная при этом точка E делит отрезок AB в соотношении Золотой пропорции.

(2)
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Талисманы на основе пентаграмм.

С пентагоном и пентаграммой связаны также многовековые мистические представления. Светлые маги, чтобы действовать на духов, пользовались Пентаграммой головой кверху, а черные маги – головой вниз. Талисманы с символикой на основе пентаграммы широко используются в белой и черной магии (см. рис.).

В Германии пентаграмма употреблялась народом в виде «ведьминой стопы» (Drudenfuss), как средство защиты от злых духов, в частности, для охраны спящего от ведьм и от производимого ими кошмара. Пентаграммой пользовался и Фауст в трагедии Гете для защиты от Мефистофеля.

Приведем фрагмент из гетевского «Фауста» в переводе Н. Холодковского:

	Мефистофель
	Тут кое-что мешает мне немного:

Волшебный знак у вашего порога.

	Фауст
	Не пентаграммаль этому виной?

Но как же, бес, пробрался ты за мной?

Каким путем впросак попался?

Нет, трудновато выйти мне теперь.

	Мефистофель
	Изволили ее вы плохо начертить,

И промежуток в уголку остался,

Там, у дверей – и я свободно мог вскочить.


Мефистофель не мог выйти из комнаты Фауста благодаря пентаграмме, расположенной на пороге так, что одна из вершин была направлена внутрь комнаты, а вершина противоположного вогнутого угла, вследствие несовершенства чертежа, содержала маленькое отверстие, так что дух мог только войти в комнату, а выйти никак не мог.

Как звезда стала символом большевизма? История говорит, что формально это дело рук Л. Троцкого, который, будучи автором большой (утерянной им во время революции) монографии по масонству, сознательно предложил эту эмблему большевикам. Знак пламенеющей звезды у масонов подразумевает свободную мысль, очищенную от всех предрассудков и суеверий.

(3)

Золотой прямоугольник можно построить с помощью простой процедуры. Сначала строится квадрат ABCD (см. рис.). Затем из середины стороны AB, помеченной на рисунке точкой E, проводится окружность радиуса EC до пересечения с продолжением стороны квадрата AB. Точка пересечения F определяет положение одного из углов Золотого прямоугольника, а стало быть, и всю его геометрию.
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Построение Золотого прямоугольника.

(4)

Прокл, комментатор Евклида писал: «Евклид создавал "Начала" не с целью изложения геометрии как таковой, а чтобы дать полную систематизированную теорию построения пяти "Платоновых Тел", попутно осветив некоторые новейшие достижения математики».

(5)

Знаменитый математик Феликс Клейн трактует икосаэдр как математический объект, из которого расходятся ветви пяти математических теорий: геометрии, теории Галуа, теории групп, теории инвариантов и дифференциальных уравнений.

(6)

Любопытную технику (так называемый метод жестких ребер) использовал для изображения усеченного икосаэдра Леонардо да Винчи. Его свойствам он уделял большое внимание (см. рис.).
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Изображение Леонардо да Винчи усеченного икосаэдра методом жестких ребер.

(7)

В свое время Бернулли это свойство спирали показалось таким удивительным, что по завещанию на его надгробии в соборе Базеля рядом с изображением спирали начертаны слова “Eadem mutate resurgo” (“Измененный, восстану неизменным”).

(8)
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Множество Жулиа.

Если в итерационном процессе (1.1.18) фиксировать c и изменять z0, то получается набор множеств Жюлиа. Подобные спирали можно обнаружить и в структуре множества Жюлиа. Изображенное на рис. множество соответствует c =–0,7382 + 0,0827i (i – мнимая единица). На границе этого множества также можно обнаружить спиралевидные элементы по форме близкие к Золотым. 
(9)

Излагаемый Фибоначчи в «Книге абака» материал поясняется на примерах задач, составляющих значительную часть этого тракта. 

В данной рукописи, Фибоначчи поместил следующую задачу: 

Некто поместил пару кроликов в некоем месте, огороженном со всех сторон стеной, чтобы узнать, сколько пар кроликов родится при этом в течении года, если природа кроликов такова, что через месяц пара кроликов производит на свет другую пару, а рождают кролики со второго месяца после своего рождения.
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Процесс размножения кроликов.

Ясно, что если считать первую пару кроликов новорожденными, то на второй месяц мы будем по прежнему иметь одну пару; на 3-й месяц: 1+1=2; на 4-й- 2+1=3 пары (ибо из двух имеющихся пар потомство дает лишь одна пара); на 5-й месяц: 3+2=5 пар (лишь 2 родившиеся на 3-й месяц пары дадут потомство на 5-й месяц); на 6-й месяц: 5+3=8 пар (ибо потомство дадут только те пары, которые родились на 4-м месяце) и т. д. (см. рис.)

Таким образом, если обозначить число пар кроликов, имеющихся на n-м месяце через Fk, то F1 = 1, F2 = 1, F3 = 2, F4 = 3, F5 = 5, F6 = 8, F7 = 13, F8 = 21…, причем, образование этих чисел, регулируется общим законом: Fn = Fn-1 + Fn-2.
При всех n > 2, ведь число пар кроликов на n-ом месяце равно числу Fn-1 пар кроликов на предшествующем месяце плюс число вновь родившихся пар, которое совпадает с числом Fn-2 пар кроликов, родившихся на (n - 2)-ом месяце (ибо лишь эти пары кроликов дают потомство).

Таким образом, числа Fn , образующие последовательность 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...стали называться «числами Фибоначчи», а сама последовательность – последовательностью Фибоначчи.

(10)

Первая появившаяся на свет система счисления, основанная на применении свойств чисел Фибоначчи, использовала представление Цекендорфа. В общем случае под представлением Цекендорфа, называемым также «кодом Фибоначчи», понимается следующий позиционный способ представления натуральных чисел N :
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{0,1} – двоичная цифра i-го разряда представления; n – разрядность представления; Fi – число Фибоначчи (вес разряда).

Доказано, что с помощью n–разрядного представления Цекендорфа можно представить Fn+2 целых чисел в диапазоне от 0 (минимальное число) до Fn+2 – 1 (максимальное число). Основным свойством данного представления является избыточность, которая выражается в множественности фибоначчиевых представлений чисел. За исключением минимального числа 0 = 00…0 и максимального числа Nmax = 111…1, все остальные числа из диапазона (0; Fn+2 – 1) имеют множественное представление.

В 1972 г. А.П. Стахов расширил представление Цекендорфа, использовав обобщенные числа Фибоначчи. С помощью этих чисел любое натуральное число N может быть представлено в виде
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{0,1} – двоичная цифра i-го разряда позиционного представления (1); n –число двоичных разрядов; Fp(i) – вес i-го разряда, то есть p-число Фибоначчи. Заметим, что представление (2) задает теоретически бесконечное число „двоичных” представлений, так как каждому p соответствует свое представление. Любопытно, что при p = 0 представление (2) сводится к классическому двоичному представлению для целых чисел, при p = 1 – к «представлению Цекендорфа» (1), а при p = ∞ – к так называемому «унитарному» коду, то есть представлению натурального числа в виде суммы единиц.

Важно отметить, что высокая степень избыточности системы счисления с иррациональными основаниями на основе чисел Фибоначчи и Золотой пропорции (кстати, классическая система счисления - двоичная, является частным случаем такого счисления) делает ее весьма перспективной для создания безотказных компьютеров с помехоустойчивыми свойствами.

Существует еще одно обстоятельство, заставляющее обратиться к представлению Цекендорфа. Оно связано с той ролью, которое оно сыграло при доказательстве так называемой 10-й проблемы Гильберта, известной как «Задача о разрешении диофантовых уравнений». Эта проблема была решена в 1970 году Ю.В. Матиясевичем.

(11)

Здесь и далее разнонаправленными стрелками, лежащими на одной линии, обозначаются  отрезки, соотношение длин которых удовлетворяют правилу Золотого сечения.

(12)

Известно, что вдоль каждой из цепей ДНК расставлены – по одному на каждый нуклеотид – молекулы азотистых оснований четырех типов: A, C, G и T.

В 1990 г. Жан-Клод Перез, работавший в тот период научным сотрудником фирмы IBM, сделал весьма неожиданное открытие в области генетического кодирования. Он открыл математический закон, управляющий самоорганизацией оснований ТСАG внутри ДНК. Он обнаружил, что последовательные множества нуклеотидов ДНК организованы в структуры дальнего порядка, называемые «резонансами». Резонанс представляет собой особую пропорцию, обеспечивающую разделение ДНК в соответствии с числами Фибоначчи (1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144). Например, если рассмотреть 144 соседних нуклеотидов ДНК, то в них будет содержаться 55 оснований типа Т и 89 оснований типа А, С. G; эта пропорция (55 – 89 – 144) и представляет собой „резонанс”. Начиная с 1990 г., указанная закономерность была многократно проверена и подтверждена многими выдающимися биологами, в частности профессорами Монтанье и Шерманом, исследовавших ДНК вируса СПИДа.

Следует признать, что открытие механизма генетического кодирования является еще одним подтверждением эвристической ценности представлений, основанных на числах Фибоначчи. 

(13)
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Упрощенная схема Модулора (сверху)

и варианты деления прямоугольника на его основе (снизу).

В настоящее время использование Золотых пропорций в архитектуре стало распространенным технологическим приемом. Так, знаменитый французский архитектор Ле Кобузье создал целую систему пропорционирования на основе отношений Золотого сечения и пропорций человеческого тела и назвал ее «Модулор», что по-латыни означает - ритмически размерять. (Пропорционирование – приведение частей целого к единому пропорциональному строю.) Модулор Корбюзье представляет собой гармонические ряды чисел, которые связаны в единую систему и предназначены для использования в архитектуре и дизайне - для гармонизации всей среды, в которой обитает человек. На приведенном рисунке изображена упрощенная схема Модулора и варианты деления с его помощью прямоугольника. С использованием Модулора Ле Кобузье создал несколько прекрасных образцов архитектуры.

Помимо Ле Кобузье в архитектуре XX века Золотое сечение в качестве основополагающего принципа использовали многие другие архитекторы. Студентам, обучающимся в МГУ, в этом можно убедиться, анализируя пропорции Главного здания (см. рис.).
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Золотые пропорции в главном здании МГУ.

(14)

Многих художников вдохновляла совершенная, в чем-то мистическая структура платоновых тел. Так, в одной из самых знаменитых работ Сальвадора Дали «Тайная вечеря» (см рис.), созданной в 1955 г., присутствует одно из платоновых тел – додекаэдр. (Картина находится в Вашингтонской национальной галереи.)
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Сальвадор Дали «Тайная вечеря».

(15)

В свое время академик В.И. Вернадский писал, что «между симметрией косных естественных тел и явлений и симметрией живого вещества, т.е. живых организмов, существует резкое различие, без всяких переходов и исключений». Особенность симметрии жизни иллюстрировалась им, в частности, таким фактом: «Ось симметрии 5-го порядка, неразрывно связанная с золотым сечением... Эта ось, играющая заметную роль в морфологии форм жизни, в кристаллографии невозможна». В мире кристаллов возможна только поворотная симметрия порядков 2, 3, 4, и 6. Считается, что пятерная ось у мелких организмов является своеобразным инструментом борьбы за существование, страховкой против кристаллизации, первым шагом которой была бы их «поимка» решеткой. 

(16)

Известно, что кластеры некоторых атомов имеют форму платоновых тел. Примером может служить двенадцатиатомный кластер бора икосаэдрической структуры (см. рис.,а).

Примечательно, что при теоретических предсказаниях возможности искусственного создания кластеров некоторых элементов ученые ориентируются опять же на геометрию платоновых тел. Так, используя метод функционала плотности, ученые показали, что кластер N20 должен быть стабильным и иметь додекаэдрическую структуру (см. рис.).

Одновременно вычисления показали, что этот кластер будет очень мощным взрывчатым вещество, примерно, в три раза мощнее наиболее энергоемких современных материалов. Однако синтез N20 может оказаться очень сложным.
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б
а - предсказанная структура кластера N20; б - икосаэдрическая структура кластера бора.

(17)

Следует отметить, что «квазикристаллическую» одномерную структуру имеет и сама последовательность Фибоначчи, которая явилась решением задачи о размножении кроликов (см. раздел 2.3). Эта последовательность может быть построена путем применения итерированного отображения 0(1 и 1(10, где 0 означает незрелую пару кроликов, а 1 – взрослую пару. Таким образом, первые шесть поколений представлены следующими последовательностями:
0

1

10

101

10110

10110101

…

Отношение количества нулей и единиц в каждой строке указанного массива асимтотически стремится к Золотому сечению. Причем, количество нулей и единиц в n-ой строке в точности равно Fn-2 и Fn-1 соответственно.

(18)

Угол Вайнберга входит в ряд важных физических соотношений, получаемых в рамках модели электрослабых взаимодействий Вайнберга-Салама-Глэшоу. Однако в этой модели отсутствует теоретическое обоснование величины угла Вайнберга и используется найденные из эксперимента значения.

(19)

Исключение составляет параметр N, характеризующий число элементов решетки. Он влияет не на относительную величину дополнительных пиков, а на их ширину.

(20)

При таком задании длины волны λ результат не будет зависеть от размерности координат x и z.

[image: image777.png]



      Зависимость T(n) и соответствующая картина 

вейвлет-коэффициентов W(a,n).

(21)

Для того, чтобы не было ощущения в произвольности выбора экстремумов, находящихся в точках ЗС, полезно сравнить ход зависимости 
[image: image778.wmf])

(

n

T

 c построенной на ее основе картины вейвлет-коэффициентов (см. рис.). На ней хорошо видны разномасштабные последо-вательности экстремумов, положение которых соответствует Золотым пропорциям.

(22)
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Структура матричного аппликатора.
Любопытными представляются попытки использовать эффекты, обусловленные взаимодействием света с самоподобными объектами, в лечебных целях в рамках нетрадиционной медицины. Они основаны на структурном преобразовании излучения, испускаемого человеческим телом, путем его отражения от специальным образом изготовленных матричных аппликаторов, прикрепляемых к отдельным участкам человеческого тела. Аппликатор представляет собой некую фрактальную структуру, нанесенную на прозрачную самоклеющуюся пленку и обладающую высоким отражением. На рис. изображен один из типов аппликаторов, предлагаемого фирмой AIRES. На нем хорошо просматриваются самоподобные элементы круговой формы. Разработчики указанного метода лечения исходят из того, что человеческий организм и соответственно его излучение обладают признаками самоподобия. При этом аппликатор выполняет роль пространственного фильтра, который отфильтровывает здоровую фрактальную компоненту излучения от компоненты, обусловленной какими-либо заболеваниями. Отраженное от аппликатора фрактальное излучение улучшает функциональную согласованность в работе внутренних органов, что и обуславливает лечебный эффект. Несомненно, концепция сторонников этого метода лечения носит общий характер и требует дополнительной проверки. В то же время следует отметить, что данный способ лечения может рассматриваться как реализация известного принципа Гиппократа: подобное лечится подобным.

(23)

При построении соответствующих последовательностей элементов A и B увеличение числа элементов определяется следующими правилами: A→AB, B→BA (последовательность Морса-Туэ); AA→AAAB, AB→AABA, BA→BBAB, BB→BBBA (последовательность Рудин-Шапиро); A→AB, B→AA (последовательность двойного периода).
(24)

Не случайно в названии монографий известных исследователей феномена Золотого сечения Э.М. Сороко и В.И. Коробко присутствует термин «гармония» (см. список рекомендуемой литературы). 

(25)

Тесно связанная с эстетикой художественная гармония играет большую роль в научном мышлении. Известно глубокое внимание Эйнштейна к искусству – к художественной литературе и музыке, известны его слова о том, что Достоевский дает ему больше, чем математик Гаусс. Эйнштейн непосредственно ощущал неразрывную связь науки и искусства, задачи которых в конечном счете едины – они сводятся к познанию и отображению гармонии реального мира. Связь науки и искусства одновременно означает связь науки и эстетики.

Другой знаменитый ученый XX века, Дирак, считал эстетический критерий первостепенным в научном творчестве.
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